BIZTOSITAS ES KOCKAZAT

ELETBIZTOSITASOK SZIMULACIOS MODELLEZESE: AZ LSMC
MODSZER TORLESI OPCIOK ERTEKELESERE

Péter Emdke Regina, (NN RAS, junior aktudrius)

A Magyar Aktudrius Tarsasdg 2017-ben Péter Emdke Regindnak itélte oda a Biztositdsmatematika Ifjii Mestere dijat.
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A kiilonféle életbiztositasi termékekbe agyazott opciok és garancidk értékének szamsze-
riisitése kiilonosen fontos szerepet kapott a Szolvencia II keretrendszer bevezetésével, illetve
a piackonzisztens beagyazott érték mddszertananak elterjedésével. Munkamban egy torlési
opciok értékelésére alkalmas szimulacids technikat, a least squares Monte-Carlo elnevezésti
modszert mutatom be. Lényege, hogy a szoban forgd opcié tovabbtartasi értékére minden
idépontban becslést adjon egy specidlis regresszio végrehajtasa révén.

A moddszert az in. equity-indexed annuity (részvényindexhez kotott jaradék) szerzddésfajta
modellezésén keresztiil szemléltetem, melynek lejarati és halaleseti kifizetése egy rogzitett index
teljesitményétol fiigg. A kulcskérdés, amelyet igyekeztem koriiljarni, az, hogy mennyit tesz hozza
aszerz8dés értékéhez az a lehetdség, hogy az ligyfél az aktualis visszavasarlasi 6sszeg elfogada-
savallejarat el6tt felmondhatja szerz6dését. Ugyanakkor arra is kerestem a vélaszt, hogy milyen
tényez6k befolyasoljak e torlési opcio értékét. Az elemzéseket kétféle modellfeltevés mellett is
elvégeztem, amelyek az alaptermékaiil szolgalé index arfolyamanak dinamikajara vonatkoznak.

Jelen cikk a Budapesti Corvinus Egyetem Biztositasi és pénziigyi matematika mestersza-
kanak aktudrius szakiranyan, a 2017. juliusi zardvizsga alkalmaval bemutatott szakdolgozat
alapjan késziilt.

SUMMARY

Quantifying the value of options and guarantees embedded in various life insurance pro-
ducts gained especially high importance since the introduction of the Solvency II directive and
the methodology of market consistent embedded value. The subject of my work is a simulation
technique called least squares Monte Carlo which was successfully adapted for actuarial use as
a fast and accurate way of valuing surrender options. The main point of the method is to esti-
mate the continuation value of the option at every time step by performing a specific regression.

Iillustrate the method by modelling a so called equity-indexed annuity (EIA) product the
maturity and death benefit of which is defined based on the performance of a particular index.
The key-question I tried to answer is the extra value generated by the right to accept the actual
surrender benefit and terminate the policy before maturity. I was also curious about the effect of
different parameters on the option value. I performed the analysis in two different frameworks
regarding the dynamics of the underlying index.

52 | Biztositas és Kockazat « IV. évfolyam 3. szam

BIZTOSITAS ES KOCKAZAT

This article is based on my thesis written at the actuarial specialization of the Actuarial
and financial mathematics MSc of Corvinus University of Budapest and presented with the
occasion of the final exam in July 2017.

Kulcsszavak: torlési opcid, legkisebb négyzetes Monte-Carlo-mddszer, részvényin-
dexhez kotott jaradék, rezsimvaltd lognormalis modell

Keywords: surrender option, least squares Monte Carlo method, equity-indexed
annuity, regime switching lognormal model

JEL: G22, C51, E47

DOI: 10.18530/BK.2017.3.52
http://dx.doi.org/1018530/BK.2017.3.52

Bevezetés

Egészen az 1990-es évek kozepéig a biztositasok pénziigyi elemzéséhez szinte kizarolag
determinisztikus modelleket hasznaltak. Ezek a statikus paramétereken és feltételezéseken
alapulé modellek nem képesek megragadni olyan véletlenszer(i fluktuaciokat, amelyek akar
az ugyfelek viselkedésében, akar a demografiai vagy éppen makrogazdasagi jellemz8kben
barmikor jelentkezhetnek. Manapsag a legtobb aktudriusi kutatasnak és szamitasnak jelentGs
részét teszik ki a széles korti szimulaciok és a sztochasztikus modellezés. Ezen modszerek
pontosabb és realisztikusabb képet tudnak nyujtani az egyes termékekben rejlé kockazatok-
rdl, ezaltal segithetik a biztositokat a pénziigyi tervezésben és a tékeallokacios dontésekben.

A beagyazott opciok a biztositd profitjanak csokkenéséhez vezet-
hetnek, ha az tigyfelek optimalis modon hivjak le azokat.

Szakdolgozatomban egy ilyen sztochasztikus szimulacios jellegli mddszer biztositési
teriileten valé alkalmazhatdsagat szerettem volna bemutatni. Valasztasom a least squares
Monte-Carlo (LSMC) elnevezésti technikara esett, amelyet eredetileg amerikai opciok draza-
sara dolgozott ki Longstaff és Schwartz (Longstaff & Schwartz, 2001), s amelyet késébb nagy
sikerrel adaptaltak a biztositasi teriilet kutatoi, elsésorban mint a torlési opciok értékelésének
gyors és pontos modszerét. Az LSMC mddszert egy un. részvényindexhez kotott jaradék
(equity-indexed annuity = EIA) életbiztositasi termék modellezésén keresztiil mutatom be,
amelynek halaleseti és elérési szolgaltatasa alapértelmezetten egy részvényindex hozamatol
fiigg, de beépitett minimumgaranciak révén védelmet nyujt az tigyfél szamara abban az
esetben, ha az index rosszul teljesit. Emellett lehet6vé teszi a biztositott szamara, hogy tordlje
szerzGdését a lejarat el6tt, ez esetben szintén garantalt bizonyos visszavasarlasi osszeg. Ezekre
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a garanciakra és a torlési lehetdségre ugy tekinthetiink, mint opciokra, amelyek értékét feltét-
len figyelembe kell venni a szerz6dés értékelésekor. A bedgyazott opciok ugyanis a biztositd
profitjinak csokkenéséhez vezethetnek, ha az tigyfelek optimalis modon hivjak le azokat. A
lejarat el6tt torolt szerzédések példaul likviditdsi veszteségeket okozhatnak, mivel arra kény-
szerithetik a biztositot, hogy hosszu tavi befektetésnek szant eszkozeit id6 el6tt értékesitse.

A torlési opcid drazasara nincsen dltaldnosan elfogadott, egységes mddszer, ez maig
aktiv kutatasok targyat képezi. Az elsé probalkozok kozott voltak, akik zart formulat
probaltak adni az opcidértékre, masok diszkrét opcidarazasi modszerrel, szcenariofak-
kal ragadtak meg a problémat. Az altalam is alkalmazott LSMC modszeren alapulnak
példaul Andreatta és Corradin (2003), Bernard és Lemieux (2008), valamint Kelani és
Quittard-Pinon (2013) irdsai is. Ezek egyre gazdagabb szempontrendszert figyelembe
véve vizsgaljak a torlési opciot is tartalmazo szerzédések értékelésének problémajat.
Bernard és Lemieux (2008) mar figyelembe veszi a mortalitasi kockdazatot is, Kelani és
Quittard-Pinon (2013) pedig valtozatos modellfeltevésekkel él a szolgaltatdsok mérté-
két meghatarozé alaptermék alakulasat illetden. Ez utdbbi két cikk alapkovét képezte a
szakdolgozatnak.

A jelen cikkben is megjelend equity-linked tipust termékek modellezésének egész
konyvet szentel Hardy (2003). Nagy hangsulyt fektet a halaleseti és lejarati garanciak
értékelésére és az altaluk képviselt kockazatra, amit nagyban befolyasol a részvényindex
alakulasa, amelyhez a szolgaltatasok értékét kotik. Az index dinamikajanak lehetséges
modelljeirdl is részletesen ir, ami igen hasznos volt szamomra. Hardy korabbi cikke
(Hardy, 2001) az index modellezésében nyujtott segitséget, hiszen részletesen targyalja
a rezsimvaltd lognormalis modell illesztésének és alkalmazhatosaganak problémédjat
hosszt tavia részvényhozamok esetén.

A cikk felépitése a tovabbiakban a kovetkez6k szerint alakul. EI6bb részletezem a
vizsgalt szerzdés, illetve a torlési opcié modellezésének specifikumait, majd az index
alakulasara vonatkozo kétfajta modellt ismertetem. Ezutan az LSMC mddszer megva-
l6sitasanak lépéseit mutatom be. Ezt koveti a szamitasi eredmények bemutatasa, végiil
a kovetkeztetések és tanulsagok rovid sszefoglalasa olvashato.

Torlési opciot tartalmazo equity-linked szerzédések modellezése

Az Gn. equity-linked szerzédésfajtat az életbiztositasi fedezet és a befektetési célok
Otvozésének igénye hivta életre, amely az utobbi években egyre jobban felerdsodott,
héttérbe szoritva a hagyomanyos életbiztositasi formakat. Ezek a biztositasok rogzitett
halaleseti vagy elérési kifizetés helyett a majdani juttatasok mértékét egy részvény vagy
részvényindex teljesitményéhez kotik. Altaldban tartalmaznak minimumgaranciakat
mind haldleset, mind lejarat esetére (guaranteed minimum death / maturity benefit),
illetve lehet6vé teszik az tigyfél szamara a lejarat el6tti torlést esetleges biintetés fejében,
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amelyhez szintén el6re rogzitett garantalt kifizetést csatolnak (guaranteed minimum
surrender benefit). Ezen minimumgaranciak védelmet nyujtanak a befektetének abban
az esetben, ha az index, amelynek a hozamat egyébként megigérik szamara a szerzo-
désben, rosszul teljesit.

I A torlési opcio értéke az a felar, amelyet a lejarat
elotti lehivhatosag von maga utan.

A modellezés problémidjat ugy kozelithetjiik meg, ha a fix lejaratd, kiilonboz6 garancidkat
tartalmazo equity-linked szerz8désekre tigy tekintiink, mint eurdpai opcidk portfdlidjara,
a beépitett torlési opcidra pedig, mint amerikai opcidra. Ekkor a torlési opcid értéke az a
felar, amelyet a lejarat el6tti lehivhatdsag von maga utan. A torlés modellezése érdekében
altalaban feltételezziik, hogy a torlési mechanizmus dinamikus, és a pénziigyi kornyezet
alakulasa befolyasolja. Vagyis ugy tekintjiik, hogy az tigyfél racionalis, kockazatsemleges
dontéshozd, azaz akkor €l a torlés lehetdségével, ha a torlési garancia meghaladja a szer-
z6dés tovabbtartdsanak piaci értékét az adott idépontban. A valdsagban természetesen ez
az optimalis viselkedésre vonatkoz¢ feltételezés nem allja meg a helyét, hanem az tigyfelek
kiils6 tényez6ktol vezérelve olyankor is torolnek, amikor az nem vezet a befektetésiik végséd
értékének maximalizalasahoz. Ezek a modellek tehat a biztosité nézépontjabol a ,legrosszabb"
esetet ragadjak meg, és az eredményiil kapott opcidérték csak felsd becslése a valodinak.

A kovetkezOkben a Bernard és Lemieux (2008) cikkben leirt médszer részleteit mutatom
be, amelyet — a dolgozat f6 céljaként — meg is valdsitottam, helyenként lényeges tartalmi
valtoztatasokat, illetve kiegészitéseket végezve. Az index dinamikajat leiré modellek 6sz-
szefoglalasanal féként Kelani és Quittard-Pinon (2013), valamint Hardy (2001) cikkeire
tamaszkodom.

A szerz6dés jellemzoi

A vizsgalt szerz6dés egy in. equity-indexed annuity (EIA), azaz részvényindexhez kotott
jaradék, amely abban all, hogy az tigyfél befektetése az illeté index hozamanak megfelel6en
gyarapodik, amelyet majd az elére rogzitett lejaratkor jaradékra valthat. Ilyen vagy ehhez
hasonlé konstrukciék az Amerikai Egyesiilt Allamokban és az angolszdsz orszdgokban
elterjedtek, a magyar piacon egyaltaldn nem. Az NN Biztositd termékei kozott megtalalhato
Kronosz nevii biztositas hasonlo jellemzokkel rendelkezik, mint az, amely itt elemzésre
keriil, de nem teljesen egyezik meg vele.! Az EIA szerzédések kikotnek egy un. részvételi
szintet (participation level / rate), amely korlatozza, hogy az index hozamanak mekkora
része gyarapitja tulajdonképpen a szerz6d6 megtakaritasat. A valasztott részvételi szint és
a garantalt minimalis szolgaltatasi 6sszegeket meghatarozé kamatlabak forditottan ara-
nyosak. Megjegyzendd, hogy jelen modell szempontjabol Iényegtelen a szerz6dés jaradék
volta, alakulasa csak a lejaratig érdekes.
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Legyen alejarat ideje az induldstdl szamitva T év, az tigyfél kezdeti befizetését pedig
jeloljiik P-vel. Feltételezziik, hogy nincs tovabbi befizetés. Jeloljiik a befektetés hozama-
nak alapjdul szolgal6 index értékét S -vel a t. id6pontban, t=0,...,T. Feltessziik tovabba,
hogy a biztositas a P egyszeri dij a szazalékat igéri majdani juttatasként, kamatoztatva
a g garantalt minimum éves kamatldb, illetve az index tartam alatt elért hozama koziil
a nagyobbikkal. Jeloljitk a részvételi szintet leiré paramétert k-val, 0<k<1I. A bevezetett
jelolésekkel a lejdrati kifizetés értéke a kovetkezd alakot olti:

Vy = aP max (99"", (i_r)k) @

0

A szerz8désrél feltessziik azt is, hogy a fenti lejarati kifizetés mellett a biztositott halala
esetén is térit bizonyos Osszeget az adott év végén. Ennek szerkezete a lejarati kifizetésével
azonos, a biztosité azonban alkalmazhat eltéré garantalt minimum kamatlabat és részvételi
szintet. Jeloljiik ezeket g -vel, illetve k -vel. Ekkor a haldleseti kifizetés értéke:

S\ ke
D, = aP max (egd'r, (S_T) ), t=1,..,T.
0

Az egyszerliség kedvéért feltessziik, hogy a torlés tetszéleges idSpont helyett csak évfordulon
teheté meg. Az tigyfél ebben az esetben is hozzdjut a befektetéséhez, de az - foként a tartam
els6 éveiben — csonkitva van eldre rogzitett biintetéfaktoroknak megfelel6en. Jelolje h a torlés
esetén garantalt éves kamatlabat, 3t pedig a t. évhez tartozo biintetGfaktort, amely altalaban
csokken az évek el6rehaladtaval. A gyakorlatban a visszavasarlasi 6sszeg legtobbszor fiiggetlen
az index hozamatdl; itt is ezzel a feltételezéssel éliink. Tehat, ha az tigyfél a t. év végén torol,
akkor az alabbi osszeget kapja:

L= (1-f)apPe", t=1,.,T.

A szerz6dés tehat harom, egymast kizaré esemény hatasara sziinhet meg, amelyek mind-
egyikéhez elére rogzitett, jOl meghatarozott kifizetés tartozik.

A torlési opcio értékének meghatarozasa tulajdonképpen visszavezethetd az optimalis
megallasi iddpont meghatarozasara. Az optimalis stratégia abbol 4ll, hogy a lejarat el6tti
idépontokban az tigyfél dsszehasonlitja az azonnali visszavasarlasi értéket a szerz8dés folyta-
tasabdl adddo cash-flow-k varhato jelenértékével, és torol, ha az utdbbi kevésbé értékes. Vagyis
az tigyfél abban az esetben fog tisztan pénziigyi megfontolasbol torélni egy adott ¢t idGpontban,
haL>C,ahol C aszerz8dés t-beli tovabbtartasi (piaci) értékét jeloli. A valésagban sok esetben
az tgyfeleknek joval dsszetettebb indokaik vannak, amikor a torlés mellett dontenek. Ezért
a szerzOk bevezetnek egy paramétert — legyen ez A>1 -, amely azt hivatott arnyalni, hogy
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minden tigyfél sziméra mas-mas dontés lehet optimalis. Egy adott A paraméterrel rendelkez
biztositott visszavasarlasinak feltétele tehdt a t. év végén: L >AC..

I A torlési opcio értékének meghatarozasa visszavezethet6 az op-
timalis megallasi idopont meghatarozasara.

Az egyszerliség kedvéért Bernard és Lemieux teljes és tokéletesen likvid piacot feltéte-
leznek, és eltekintenek minden koltségtol. En is ezt kovetem. A piac teljessége miatt létezik a
Q egyértelmd, kockazatsemleges mérték, amely alatt a csak lejarati kifizetést tartalmazd, és
ezért eurdpai tipusiinak nevezhetd szerz6dés igazsagos értékét a tartam kezdetén a jovébeli
cash-flow-k varhato jelenértéke adja:

E(So, 9, k! T) = e_rT]EQ (VT)J
ahol r a konstansnak feltételezett kockdzatmentes kamatlab.

Tekintsiik most azt a szerz6dést, amely halaleseti kifizetéseket is tartalmaz, de torlési
opci6t még nem. Jelolje ennek a kezdeti igazsagos értékét V,*. Figyelembe véve a mortalitdsi
kockazatot, ezt a kovetkezd formulaval fejezhetjiik ki:

T-1
Vés = 1Px " ‘f(s{]! g, k, T) * z tPxqx+t * ‘f(s{]: 9a, kd; L+ 1): (2)
t=0

ahol

. §(S 8 pk pt+1) a kiilonb6z6 évekhez tartozo haldleseti kifizetések kockdzat-
semleges varhato értéke, diszkontalva a kezdeti idépontra,

+ g, annak a valdszintisége, hogy egy év elején x+t éves egyén meghal az
illetd év vége el6tt,

e p,.=l-q ., annak a valoszinlisége, hogy egy x+t éves egyén tuléli az adott
évet,

o P, =l(=0)Nt-Dp,  annak a valdszinlisége, hogy egy x éves egyén tulél
legalabb ¢ évet.

Miel6tt ratérnénk a kulcskérdésre, vagyis arra, hogyan lehet a torlési opcié ér-
tékét is figyelembe venni, ismertetem azon sztochasztikus modelleket, amelyeket
kiprébaltam az alaptermékiil szolgalé index alakuldsanak szimulalasahoz, illetve
bemutatom a &(S,g,k,T) mennyiség kiszdmitdsanak mddjat a kiilonb6z6 modell-
keretekben, ami kozponti szerepet jatszik majd az opcidérték meghatarozasaban.
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Az index dinamikajanak modellezése és kovetkezményei
Black-Scholes keretrendszer

Az alapterméket képez6 index dinamikdjanak modellezéséhez legegyszeri(ibb a
Black-Scholes keretrendszert valasztani. Eszerint az index arfolyamanak alakulasat a

dS =rS dt+aS, dW,

sztochasztikus differencidlegyenlet irja le, azaz egy geometriai Brown-mozgas (Geometric
Brownian Motion - GBM). oaz index volatilitdsa, W, pediga Q mérték szerinti Wiener-folyamat.
Ismeretes, hogy ebben a klasszikus esetben az index arfolyamanak -beli értéke zart alakban
is kifejezhet6 az Ito-formula segitségével: s, = Soel=F)* 7™ Ezt az oOsszefiiggést és a varhato
érték definicidjat alkalmazva levezettem a §(S ,g,k, T) értékét, amelyre az alabbi kifejezés adodik:

(k-1)(r+k°—22)

§(S0,9,k,T) = aP [e9Td(y) +e "®(~y + koVT) 3

_ k=)
ahol @(;) a standard normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye, és V=" VT.

Ertelemszertien ugyanigy szimolhatd a halaleseti szolgéltatas diszkontalt varhat6 érté-
ke - &(S,8 .k ,t+1) - is a kiilonbozo t értékek esetén a megfelel6 g, és k behelyettesitésével.

Rezsimvalté lognormalis modell

Az el6z6 modell egyik legtobbet emlegetett kritikdja, hogy nem képes megragadni a vola-
tilitas paraméter sztochasztikus valtozékonysagat. Ennek beépitésére egyszerti megkozelités
a rezsimvalté lognormélis modell (regime switching lognormal - RSLN). Jeloljiik Y,-vel az
index loghozamat a [t,t+1) , t=0,...,T-1 részperiodus esetén. Azt tessziik fel, hogy Y, két kii-
16nboz6 allapotban — tn. rezsimben - lehet, amelyek kozott véletlenszertien valtakozik. Az
allapotfolyamat dinamikajat egy Markov-folyamat hatarozza meg, vagyis az allapotok kozotti
valtds valoszintisége csak az aktudlis rezsimtél fiigg. A [tt+1) részintervallumra vonatkozd
allapotot jelolje ¢, amely tehat az 1 és 2 értékeket veheti fel. Az S, arfolyamatrol feltessziik, hogy
a { allapotra feltételesen geometriai Brown-mozgést kovet, amibél pedig kovetkezik, hogy a
loghozam barmely diszkrét idéintervallum esetén normalis eloszlasd. Tehat

Y, = ln% 4~N(ug, 02), t=0,..,T—1,

vagyis a két kiilonboz6 allapotban a loghozamot mas-mas varhatd érték és szoras paraméter
jellemzi. Ez sokkal inkdbb megfelel a valdsagnak, mint a konstans volatilitas feltevése, hiszen

58 | Biztositas és Kockazat « IV. évfolyam 3. szam

PETER EMOKE REGINA

apénziigyi piacok esetén ténylegesen megfigyelhetd, hogy idénként hajlamosak kimozdulnia
stabilnak mondhato, alacsonyabb volatilitast allapotbdl, és egy magas volatilitassal jellemez-
hetd, instabil rezsimre valtani. Ilyen idészakok bekovetkezését okozhatja példaul a politikai
vagy gazdasagi helyzet rovidebb tavi bizonytalansaga. Az atmenetmatrix, amely a két allapot
kozotti véletlen valtasok valdszintiségét foglalja Gssze:

P=(Ga 52

ahol p, =P/ (., 7/|¢=1) annak a val6szintisége, hogy a . id6pontban i allapotban levé folyamat
jrezsimre valt a t+1. id6pontban, (i,j) € {1,2}x{1,2}. Ertelemszertien ZZH p,=L i€{1,2}. A felirt
kétallapotti lognormalis modellhez tehat hat paramétert kell megbecsiilni: 0={u ,u ,0,0,,p, ,p, }
A paraméterbecslés maximum-likelihood elven végezhet6 el, amelyet alabb részletezek.

Tegyiik fel, hogy a tekintett részperiédusok most hénapok, és legyen C, a [t,n) idSinterval-
lum alatt az 1-es allapotban eltoltétt Gsszes honap szama, ahol 71 a teljes iddszak honapokban
kifejezett hossza. C igy egy diszkrét valoszintiségi valtozd, amely a ¢ € {0,1,...,n-t} értékeket
veheti fel. Feltételes valoszintiség-eloszlasat, ahol a feltétel az eggyel korabbi, [t-1,t) id6szakban
érvényes allapot, meg lehet hatarozni egy rekurziv képlet segitségével, amennyiben ismerjiik
a fenti dtmenetvaldszintiségeket:

P(C; = ¢|Ct-1)
= {P(Ctn =cl|¢e=2)pg_, 2+ P(Cey1 =c—1|¢ =1)pg, .1, ha c€[0,n—t]
0, ktilonben.

Eszrevehet6, hogy az utols részintervallum, vagyis t=n-1 esetén a kovetkezd dsszefiiggések
érvényesek:

P(CnJ:]l(an:l):pl,l, P(Can:0|(n72:1):pl,2,
P(Cn-lzllcn-ZZZ)ZPZ,l, P(CH-I:()lcn-Z:Z):pZ,Z.

Ezt az észrevételt és a fenti rekurziot hasznalva meghatarozhaté a kezdeti idépontban ér-
vényes eloszlas arra feltételesen, hogy melyik rezsimbdl indul a folyamat: P(C =c|¢- =I) illetve
P(C,=c|(,=2). Ebbdl pedig C, eloszlasa:

P( C0=C) =p(c) =T, P( Co=C/ Z_1=1] T, P[C0=C/ Z-l’) 2)

ahol 77, és 7, a két allapot feltétel nélkiili valészintisége. Ezeket az értékeket az invaridns
eloszlast kifejez6 mP=m egyenlet megoldasa adja (lasd Hardy, 2001):

=_Pa1 o __ P12

m, = = 3
. P12+P21’ - P12%P21
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C, tulajdonképpen a teljes tartam alatt az 1-es dllapotban 6sszesen eltoltott honapok szamat
fejezi ki, jeloljiik ezt a tovabbiakban C-vel. Ennek eloszldsat ismerve a lejaratkori S, drfolyam
feltételes eloszldsa azonnal adodik:

S _[C~lognorm(InS +u* (C),0* (C)), ahol
p* (C)=Cpn-Cu2,

0* (C)=\[(Co ?+(n-C)a 2 ).

Ezt ismerve a (3) képlettel adott varhaté érték kifejezhet6 a teljes valoszintiség tételének
segitségével:

£(S0, 9.k, T) = E¢ [e"”T]EQ [aPmax (eyr, (i—:)k) IC]]

(a*(e)?

= aP Zleo 0T 0(()) + e* D0y () + ko (@) p(e),

= gT—k(ﬁ_M)
ahol Y = G Tehét csak aktualizalni kell az eredeti formuldban szerepld o-tol
fiiggl tényezdket ¢ fiiggvényében.

A modell paramétereinek maximume-likelihood becslése
St41

Jelolje tovabbrais Ye =In=g*at+1hayi loghozamot. Az y=(y,y,....y,) megfigyelt minta
log-likelihood fiiggvénye:

1(0) :zntzllnf (y t /y t—l;y t—Z,""y 1,9)

Ennek kiszamitasa rekurzio segitségével lehetséges:

Fe St Vel Vee1: Vem2s s Y1, 0) = (=1 |Ve=1: V=20 000s Y1, 8) X (e[ G-1,0) X f(¥¢1$1. 0), W,

FC@t Cta1s Vel YVe-1:Ye2s s ¥1,6) @)
= p(le-1lYe-1:Ve-2s s Y1, 6) X 0($e| (-1, 8) X f (Ve[ ), VL,

ahol

«  p(¢ ¢, ,0) az allapotok kozotti atmenet valészintisége,
o f0,16,6) ap,, és o, paraméterekkel rendelkezd normalis eloszlds stirtiségfiiggvénye
azy, helyen, azaz 1 (J’r—#ﬁ) ahol ¢(-) a standard normélis eloszls stirtiségfiiggvénye,

9% 9
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oG, |y, sy, »--y,0) pedig az el6bbi rekurzié alapjan szimolhato feltételes llapot-va-
16szintiség:
Pe-11YVe-10Ye-20 1 Y1, ¥)
- f-1.C—2 = LyealVe-2 Ve300 Y1, 8) + f (-1, Ce—2 = 2, YealVe—2: Vi3 -, Y1, 6)
f(yt—l |yt—2Jy[—31 e V1o 9)

Azf(y,|y, ), »---y,0) mennyiséget a (4) egyenlet négy lehetséges értékének Gsszegzésével
kapjuk, amelyek a 46{1,2} és (t ,E{1,2} kombindlasibol szarmaznak.

A rekurzié elinditasihoz sziikség van az indul6 allapot valoszintiségére, p( )-ra, amelyet a
mér emlitett 7z, és 77, feltétel nélkiili valoszintiségekre allithatunk be. Igy az invaridns eloszlas
tulajdonsagat kihasznalva adott 0 mellett az alabbi értékekbdl indithatjuk a rekurziot:

@ =1310) =m - (22),

T

fG =2,3110) = m - ¢ (22),

f0n10) = f(& = Ly10) + f(& = 2,3110).

A paraméterbecslést elvégeztem sajat adatokon, ezt a szamitasi eredmények kozlése
soran mutatom be.

Legkisebb négyzetes Monte-Carlo-mddszer a torlési opcio értékelésére

Amint a neve is mutatja, két elven alapszik az értékelési folyamat: a legkisebb négyze-
tek modszerével torténd regresszids becslésen és a Monte-Carlo szimulacios technikan.
A Monte-Carlo-jelleg abban érhet6 tetten, hogy az alaptermék alakuldsanak n darab
trajektoridgja mentén megbecsiiljitk az optimalis torlési idSpontot, majd ezek alapjan
kiszamoljuk a szerz6dés kezdeti igazsagos értékét minden trajektoria esetén, és ezeket
atlagoljuk. A kapott értékbdl kivonva a sima, eurdpai jellegli szerz6dés értékét, amelyet
V¥ -vel jeloltiink, megkapjuk a torlési opci6 értékét is. A legisebb négyzetek modszerét
azon a ponton hasznaljuk fel, amikor a szerz6dés tovabbtartasi értékét kell megbecsiilni
annak érdekében, hogy az azonnali visszavasarldsi értékkel 6sszehasonlitva meg tudjuk
hatarozni az tigyfél dontését az adott idépontban. Ez a tovabbtartasi érték az arbitrazs-
mentesség feltevése mellett ugy fejezhet6 ki, mint a jovébeli potencialis juttatdsoknak
az adott értékelési id6pontra diszkontalt varhatd értéke, feltételezve az alaptermékrél
aktualisan rendelkezésre all6 informacid ismeretét. A modszer kulcslépése az az észre-
vétel, hogy ez a feltételes varhato érték bizonyos technikai feltételek mellett az L? tér része
(amely Hilbert-tér, és igy van megszdmlalhatd ortonormalt bazisa), ezért kifejezhetd az
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6 bazisfiiggvényeinek linedris kombinacidjaként. Mivel a gyakorlatban csak csonkitott
bazissal tudunk dolgozni, nyilvan csak egy kozelitését kapjuk a feltételes varhato értéknek.
Ezen linedris kombindcié egyiitthatoinak becslése tigy torténik, hogy a tovabbtartasbol
szarmazo, ex-post megvaldsult, diszkontalt kifizetéseket fiiggd valtozonak tekintjiik
egy regresszios modellben, magyarazo valtozoként pedig a valasztott bazisfiiggvényeket
hasznaljuk kiértékelve az index aktualis arfolyamaban. Lathat6 tehat, hogy végiil csak
keresztmetszeti informdaciot hasznalunk fel a becsléshez. Miutan a legkisebb négyzetek
modszerével meghatarozzuk a regresszios egyiitthatokat, mar ki tudjuk szamolni a becsiilt
feltételes varhato érték fliggvényt, vagyis a becsiilt tovabbtartasi értéket trajektorianként.
Az alabbiakban a megvaldsitas részletei kovetkeznek.

Osszesen n darab trajekt6riat haszndlunk: S/,t=0,...,T,i=1,...,n az index arfolyama a
t. idépontban az i. szcendrid esetén. Jeldljiik t-vel az optimélis torlési idépontot az i.
trajektéria mentén. Ennek meghatarozasa hatulrdl elére haladva térténik a T'lejarattdl a
kezdetiidépontig. Az igyfél minden l1épésben 6sszehasonlitja az azonnali visszavasarlasi
értékét a tovabbtartasi értékkel, és ennek fiiggvényében hozza meg optimalis dontését az
adott idépontban. Kelani és Quittard-Pinon (2013) megjegyzik, hogy az algoritmus ezen
része Bellman optimalitasi elvén alapszik, amely leegyszertisitve azt mondja ki, hogy ,.egy
optimalis dontési sorozat barmely Osszefliggd részsorozata is optimalis a részsorozatot
megel6z6 dontések dltal kialakitott helyzetben™ .

A t=T-1,...,1 id6pontokban a tovabbtartds elméleti értékét jelolje C,, melynek meg-
hatdrozasandl figyelembe kell venni a mortalitasi kockazatot, vagyis az tigyfél azon
szempontjat, hogy meghalhat a kovetkezé évben, és ebben az esetben megkapjaa D, |
Osszeget. A C,' 0sszeget tehat két részre bonthatjuk:

C'=q,,¢ E, [V, |S,haldl]+p,, e E, [V, |S,tilélés],

X+t

ahol V, a szerz8dés piaci értéke a t. idopontban. Mivel halél esetén tudjuk a jovébeli
kifizetés varhato értékét, ezért a képlet atirhato:

Ct ,=qx+t e’ EQ [Dt+1 |St]+px+t e’ EQ [Vvt+1 |St’ tﬁlélés]:{zxﬂ f(St’gd’ kd’ 1)+px+t Ct’ (5)

ahol C, a tovabbtartdsi érték tulélés esetén. Ennek a feltételes varhato értéknek a kozelitése
torténik a fent leirt eljarassal trajektorianként. Legyen B, (:),/=0.,...,M véges szamu bazisfiiggvény
L?-bél. (A megvaldsitashoz az elsé négy Laguerre-polinomot hasznaltam.) Ekkor

Ct=3M, BiBi(SD,

ahol a /3AZ egyiitthatokat az alabbi becslésbdl kapjuk:

N

(B B, J'=(B"BY' BT (y,...p )"
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Ebben aképletben y =e” V', , B pedig egy nx(M+1)-es métrix, amelynek (i,])-edik eleme:
Bi,l:Bl S ,"), i=1,...,n, [=0,...,M. Ha most é" jeloli a teljes becsiilt tovabbtartasi értéket a t.
id6pontban az i. trajektorian, akkor (5) alapjan:

Ctl: qx+t f(Stl’gal’kd’l) +P X+t Ctl
Miutan az optimalis torlési idépont meghatdrozasa megtértént minden i-re, meg

tudjuk hatarozni a szerz6dés értékének becslését az indulds pillanataban, mégpedig ugy,
hogy atlagoljuk az egyes trajektoriak mentén kapott kezdeti értékeket:

n
5 N (6)
=1
ahol
ti-1
Ai :tf pxe_rt;l‘i:; + Z prx+te_r(t+1)D§+1' (7)
t=0

Az utdbbi képlet magyarazata az, hogy ha a kezdetben x éves tigyfél valoban megéri a
szamara optimalis térlési idGpontot, akkor megkapja az ahhoz tartozo visszavasarlasi dssze-

get, viszont ha meghal barmely azt megel6z6 évben, akkor az illeté évhez tartozé halaleseti
kifizetés jar a kedvezményezettnek az év végén.

Mindezek alapjan az algoritmus, amely megadja a szerz8dés kezdeti igazsdgos értékének
becslését, a kovetkez6 1épésekbdl all:

1. Generaljuk az index tartam alatti alakuldsanak » darab trajektorigjat.
2. Minden i trajektoria mentén
- allitsuk ¢ értékét T-re,
- a szerz6dés értékét pedig V. '-re a (1) képletnek megfelelGen,
- ugyanakkor legyen L '=V .
3. Minden idSpont esetén t=T-1-t6l t=1-ig
-legyen g a megfeleld g, és p=I-q,
- szamitsuk kia f3 ,..., 3, egylitthatokat,
- majd minden i trajektéria mentén aktualizaljuk a szerz8dés V' piaci értékét és t"-ot
a kovetkezok szerint.

*Ha Lti>A6ti’ azaz megéri tordlni, akkor legyen ¢ =t, a szerz6dés értéke pedig a vissza-
vasdrldsi értékkel egyezzen meg: V/=L/.

*Ha L/<AC/, azaz az ligyfél szdmdra nem elényds a torlés, akkor diszkontaljuk az egy
id6szakkal késoébbi piaci értéket (amit az el6z6 1épésbdl mar ismeriink), és vegyiik figye-
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lembe az esetleges elhalalozast: Vi=gq  &S/'g k,)+p, e V' ..

4. Minden i trajektoriara szamitsuk ki az A’ értéket a (7) képletnek megfelelGen.
5. Végiil atlagoljuk ezeket, hogy megkapjuk v -t.

Mivel Monte-Carlo szimulacids technikdrol van szd, a fenti (6) becsléfiiggvény azonnal
javithatd, ha kontrollvaltozoként hasznaljuk az eurdpai tipust szerzddés értékét (amely a
mortalitdst mar tartalmazza), hiszen ennek explicit alakjat is ismerjiik (lasd (2)), és becslését
is ki tudjuk szamolni. A becsl6képlet ugyanolyan alakd, mint (6), csak az A’értékek kép-
letében az optimalis torlési idépontokhoz tartozo visszavasarlasi értékek helyett a lejarati
értéket kell tekintentink a megfelel6 trajektorian. Vagyis

Vs = - 1 EY,

n

ahol

E' =1 pe™ Vi + X123 s Pxxsce "D,

A kontrollvaltozds becsloképlet:

V5" = Vo +p(Vg = V5,
cov(ALED)
ahol Pa=5En~ mennyiség becslése, hiszen ez utébbi minimalizélja V/,* szérdsnégy-
zetét.
A torlési opcio értékének becslése el6all az amerikai és az eurdpai tipusu szerz6dések
kezdeti igazsagos értékének kiilonbségeként:

épo == ukv -V

A longevity kockazat beépitése az algoritmusba

A fent leirt algoritmust valdsitottdk meg Bernard és Lemieux, valamint jomagam is a
szakdolgozatomhoz. A szerz6paros cikke abban hozott tjdonsagot, hogy figyelembe vették
a mortalitdst is a szamitdsaikban, hiszen a korabbi cikkek, amelyek Longstaff és Schwartz
modszerét hasznaljak életbiztositasok értékelésére, még eltekintenek ettdl. Szeretném kiemelni,
hogy tovabblépve a mortalitasi kockazat beépitésén, én a longevity kockdzatot is figyelembe
veszem. A szerz6k ugyanis a q_, értékek meghatdrozdsdra a nagyon egyszerti, harom para-
méterrel leirhats, Makeham-féle tulélésfiigvényt hasznaljék, az AEA halandésagi adataira
kalibralt paraméterekkel. Ehhez képest én a Lee-Carter modell segitségével nyert halalozasi
valoszintiségekkel dolgozom. A népszer(i halandosag-elérejelz6 mddszert, amely a kozponti

/////
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magyar halanddsagi adatokra alkalmaztam. (A szakdolgozatnak részét képezi a sziikséges
modszertannak, illetve a megvaldsitas részleteinek és eredményeinek leirasa is.)

Szamitasi eredmények bemutatasa

A leirt algoritmust R nyelven implementéltam. Az eredményeket egyenként 10 000 tra-
jektoria alapjan szamoltam ki, és ezt egy szimulacion beliil K=25-sz6r ismételtem meg, tehat
Osszesen 250 000 szcenario futtatasa megy végbe. A modszer gyorsasagarol tanuskodik, hogy
a futasi id6 egy esetben sem haladta meg a 4,8 percet. A K-szoros ismétlésbdl kifolyolag pél-
daul K darab kiilonbozd Vo becsiilt értéket kapunk (ez érvényes a tobbi eredményre is), és igy
konfidenciaintervallumot is tudunk szamolni az illet becsléshez, melynek félhossza:

1 ~ -
B1-a e = 196 [ Thoy (T = Vo)
1-a=95%, és Uy = 2 2K, OF.
GBM modell feltevése melletti eredmények

A kovetkez6kben 6sszefoglalom a kiilonboz6 paraméterbeallitdsokkal kapott, a GBM
modell feltevésén alapulo futtatasok eredményeit. A tablazatokban minden esetben feltiintetem
az alabbi eredményeket:

« V- torlési opciot tartalmazo szerzédés kezdeti igazsagos értékének becslése,

« V- torlésiopciot tartalmazo szerz6dés kezdeti igazsagos értékének kontrollvaltozds

becslése,

. YOE — torlési opcid nélkiili szerzddés elméleti kezdeti igazsagos értéke,

« O, - torlési opci6 induldskori igazsdgos értékének becslése,

o %-hogyan viszonyul az opcié értéke az opcio nélkiili szerz6dés értékéhez (%-os arany),

o konf int. - konfidenciaintervallumok félhossza.

A kiindul6 paraméterértékek a kovetkezok:

1. tablazat: A szamitasokhoz hasznalt alapértelmezett paraméterek

% 40 év r 4% B 0,05
T 10 év g 2% B 0,04
P 100 Jd 2% B 0,02
a 85% h 2% B 0,01
o 20% k 90% |Be, t=5 0
A 1 kgq 90%

Forrds: sajdt szdmitds
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A fenti paraméterek melletti eredmények:

2. tablazat: Kiindulo paraméterek melletti eredmények GBM modellfeltevés esetén

Vo Vs’ Ve Op, Yo
93,9928 94,0052 92,1898 1,8154 1,97%
konf. int. 0,11965 0,01915 — 0,01915

Forras: sajdt szamitds

Els6 ranézésre leolvashatjuk, hogy a szerz6dés értéke torlési opcioval és anélkiil is kisebb,
mint az indulaskor befizetett 100 egységnyi egyszeri dij. Ez realis is amiatt, hogy olyan konst-
rukcidrol van szo, amely a szolgaltatas alapjaul csak a dij « szazalékat tekinti. A torlési opci6
értéke kb. 1,8, és ezzel az eurdpai tipusd szerz6dés mintegy 2%-4t teszi ki. Leolvashato az is,
hogy a kontrollvaltozés becslés joval pontosabb az alapvaltozatnal, tehat érdemes azt hasznalni.

Elséként megvizsgaltam, mit eredményez a A dontési paraméter valtoztatdsa (lasd Melléklet
4. tablazat). Ahogyan azt el is varjuk, A novekedésével csokken az opcio értéke, hiszen ez azt
jelenti, hogy az tigyfél csak ,,nagyon elényds” esetben t6rol, vagyis ha a visszavasarlasi érték
joval meghaladja a tovébbtartasit. A>1,2 esetén azt kapjuk, hogy mar egyaltalan nem éri meg
lejarat el6tt torolni: szinte kivétel nélkiil a lejarat id6pontjat kapjuk optimalis torlési idépontként,
a torlési opciod pedig lényegében értéktelen. Kivancsi voltam arra is, hogy a modell redlisan
tudja-e tiikrozni azt az esetet, amikor A<I, vagyis az illet6 igyfél megelégszik egy olyan 9sz-
szeggel, amely valamivel kevesebb, mint a tisztan pénziigyi racionalitasbol fakadd kiiszobérték.
Példaul torol mar akkor, ha a visszavasarlasi érték legalabb 0,99-szerese a tovabbtartasinak. A
szimulaciok aldtamasztottdk, hogy a varakozasoknak megfelel6en ekkor enyhén né az opci6
értéke: 1,8215 az indulo 1,8154 helyett. Viszont ahogy egyre csokkentjiik ezt a dontési para-
métert, az opcio értéke nemhogy ndne, hanem teljesen elértéktelenedik, hiszen az optimalis
torlési idépont majdnem minden trajektdria mentén eltolodik az els6 lehetséges idGpontra,
ami az els6 évforduld. Itt viszont a biintet6faktor annyira magas, hogy a szerz6dés piaci értéke
(amit igy tdlnyomoan az elsé idéponthoz tartozd visszavasarlasi érték hataroz meg) kisebb lesz,
mint a torlési opcid nélkiili szerz6désé. Tehat a biintetéfaktorok véltozatlansaga mellett nem
lehet litvanyosan kimutatni, hogy egyre kisebb A egyre nagyobb opcidértéket eredményezne.

A tovabbiakban a kiilonb6z6 garantalt kamatlabak valtoztatasanak hatasat elemeztem (lasd
Melléklet 5. tablazat). Megfigyelhetjiik, hogy a szerzédés értéke megugrik, amint a garantélt
kamatlabakat egyszerre megnéveljiik, hiszen ekkor torlés esetén biztosan nagyobb kifizetés-
hez jut az tigyfél, a masik két okbdl térténd megszlinés esetén pedig szintén, amennyiben a
garancia ITM (in the money) az adott iddpontban. A térlési opcio viszont mar nem ér annyit,
mint alapesetben: csak 0,84%-ot tesz ki a szerz6dés értékébol. Ez azzal magyardzhato, hogy a
lejarat, illetve haldl esetére garantlt g és ¢, kamatldbak névekedése arra sarkallja az tigyfelet,

hogy ne mondja fel a szerz6dését, és ez semlegesiti, s6t visszahtizza azt a hatdst, amelyet a
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torlés esetén garantalt h megnovekedett értékétdl varnank. Ha azonban csak a visszavasarlasi
Osszegre hatd h-t noveljilk, akkor egyértelmtien felértékel6dik a torlés lehetdsége: az opcio
értéke tobb mint duplajara no.

Megvizsgéltam azt is, hogy mi torténik, ha a részvételi szintet vagy a biintetéfaktorokat
valtoztatom (lasd Melléklet 6. tablazat). Lathatd, hogy a novekvo részvételi szint csokkenti a
torlési opci6 értékét. Ez annak tudhatd be, hogy ekkor az index hozamanak nagyobb része
szamit bele a lejarati és halaleseti kifizetés meghatarozasaba, igy a becsiilt tovabbtartasi érték
nagyobb valdszintséggel haladja meg a garantalt visszavasarlasi értéket, mint alapesetben.
Ugyancsak veszit az értékéb6l a torlési opciod, ha nagyobb biintetfaktorokat alkalmazunk, ami
teljesen logikus eredmény. Ha 0,09-nél nagyobb biintet6faktorokat tekintiink végig a tartam
alatt, mar szinte semmit nem ér a torlési lehetdség.

Kivancsi voltam arra is, hogy a szerz6dés tartamanak novelése milyen iranyu valtozast
eredményez az opcid értékében (lasd Melléklet 7. tablazat). Az intuicid azt sugallja, hogy n6ni
fog, mivel hoszabb id6tavon vizsgalva nagyobb valoszintiséggel el6fordulhat, hogy adott ér-
tékelési idépontban az azonnali visszavasarlasi juttatds meg fogja haladni a tovabbtartasbol
szarmazd becslt potencialis nyereséget. Lathatd, hogy az opcidnak a szerz6dés szazalékaban
kifejezett értéke valoban né a tartammal, a becslés pontossaga azonban egyre romlik.

Eddiglattuk a A szubjektiv tényezd hatasat, majd a szerzédésben rogzithetd attributumokét.
Végiil azt vizsgaltam, hogyan hat az alaptermékiil szolgald index volatilitdsanak valtoztatasa,
amely egy pénziigyi feltételezés, és kiils6 tényez6nek szamit (lasd Melléklet 8. tablazat). Isme-
retes, hogy egy opci6 — mint pénziigyi termék — ara névekszik, ha az alaptermék volatilitdsa
nd. Ez a tény részben esetemben is beigazolodott. Az alacsonyabb, 10%-os volatilitas mellett
a kiindulonal kisebb opcidérték adddott: 1,55. Viszont amikor magasabb, 30%-os volatili-
tast tekintettem, akkor sem szdzalékos ardnyban, sem nominalisan nem kaptam nagyobb
opcidértéket a kiindulondl. A szerz6dés értéke természetesen nétt, hiszen az arfolyamok
megndvekedett valtozékonysaga miatt potencidlisan sokkal magasabb hozamok adédhatnak
lejaratkor, az ugyanebbdl adodo lefele valo elmozdulds ellen pedig a garancia tovabbra is véd.
Eppen ez lehet az oka annak, hogy nagyon volatilis alaptermék esetén a torlés lehet6sége mar
egyre kevesebbet ér: az ligyfél egyre inkabb hajlamos lejaratig tartani a szerzédést a nagy
hozamok reményében. Ezt a szimuldci6 is igazolta, hiszen kiragadva az utolsd kisérlet soran
kapott optimalis torlési id6pontokat 10, illetve 30%-os volatilitas esetén, azt tapasztaltam, hogy
az utdbbi esetben kb. 700-zal tobb szcenarié mentén tartotta lejaratig az tigyfél a befektetését.

RSLN modell feltevése melletti eredmények

Ahhoz, hogy a rezsimvalt6 lognormalis (RSLN) modellkeret feltevése mellett is el tudjam
végezni a szamitasokat, el6szor is konkrét adatokra volt sziikség, amelyekbdl kiindulva a
paraméterbecslést elvégezhettem. A szerz6dés altalanos jellemzdinek leirasanal példaként
felhozott Kronosz nevli VA biztositas egy eurdalapi megtakaritasi forma (lasd Termékis-
mertetd, 2017, 5. 0.). Ebbdl kiindulva gy gondoltam, hogy ha bevezetésre kertilne a magyar
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piacon egy részvényindexhez kotott jaradék termék, valdszintileg az is inkabb valamely euro-
ban denominalt indexet alkalmazna, nem pedig a Budapesti Ertéktézsde indexét, a BUX-ot
példdul. Eppen ezért az Euro Stoxx 50 index historikus adatait tekintettem 1987. janudr 1.
és 2017. marcius 31. kozott. Az Euro Stoxx 50 index 12 eurddvezeti orszag 50 legjelentdsebb
vallalatanak részvényeit foglalja magaban. Az adatok feltérképezése érdekében el6szor havi
loghozamokat és éves volatilitdst szamoltam az adatokbdl, amelyeket a Melléklet 1. dbraja
szemléltet. Jol megfigyelhetd, hogy vannak kiugré volatilitassal rendelkez6 id6szakok, példaul
1997-1998, a 2000-es évek eleje, majd 2008-2009. Tehat indokolt az RSLN modell feltevése. A
paraméterbecslést Excelben végeztem el, és a haviloghozamok n=362 méretti mintéja alapjan
a 3. tablazatban kozolt becsiilt értékeket kaptam.

3. tablazat: A rezsimvalto lognormalis modell paramétereinek kalibralasa historikus adatok alapjan

" 0,014 o, 00345] p,, 00635
s 0019 | &, 00771 | p,;  0,1465

Forrds: sajdt szdmitds

A modell illeszkedését meg is vizsgaltam a reziduumok normalitdsanak tesztelésével.
A kapott rezidualisok Q-Q-plotja, valamint a Shapiro-Wilk teszt magas p-értéke (0,575)
alapjan elfogadhatd a normalitds feltevés, ezdltal pedig a modell jo illeszkedése.

Ahhoz, hogy az RSLN modell keretén belill is éves gyakorisaggal tudjuk az index
alakuldsanak trajektoridit generalni, a havi adatok alapjan becstilt dtmenetmatrixot
hatvanyozéssal évessé alakitjuk : P, =P“. Az igy kapott éves dtmenetvaldszintiségek:
P126e=0,2846, p, . =0,6564. Az éves dtmenetmatrixot haszndltam az 1-es dllapotban
toltott idoszakok szamat jelld C eloszlasanak meghatarozasahoz is. A becsiilt havi vola-
tilitasok 0,=11,98%, illetve 0,=26,72% éves értékeknek felelnek meg. Ezekbdl indultam ki
az RSLN modell szerinti szimulaciok soran. Hardy (2001) megjegyzi, hogy ha at akarunk
térni egy kockazatsemleges Q mértékre ugy, hogy amellett is ugyanaz az atmenetmatrix
legyen érvényes, amelyet a historikus adatok alapjan becsiiltiink, akkor az eredeti p_1
és u, varhat6 érték paraméterek helyett, amelyek az dllapotokat jellemzik, u =r-0°/2,
illetve u,=r-0,%/2 hasznalando, ahol r a kockdzatmentes kamatldb. Az S, drfolyamat
realizdcidinak szimuldlasahoz épp erre volt sziikség, amelyet Hardy (2003) 98. oldalan
taldlhatd algoritmus szerint végeztem el.

A 9.tablazatban (lasd Melléklet) 6sszefoglalt eredményekbdl az dertil ki, hogy enyhén
alacsonyabb értékek adodtak, mint a GBM modellfeltevéssel, azonban egymashoz viszo-
nyitva ugyanazt a mintazatot mutatjak a paraméterek modositasaval kapott eredmények.

Két vizsgalt paraméter — a tartam és a garantalt lejarati és halaleseti kamatlabak -
hatasat abran is szemléltetem (lasd Melléklet 2. abra, 3. dbra). Az opcidérték az eurdpai
tipust szerz6dés értékének szazalékaban van kifejezve.
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Osszefoglalas

Dolgozatomban bemutattam a legkisebb négyzetes Monte-Carlo (LSMC) szi-
muldcids technika alkalmazhatdsagat életbiztositasi szerz6désekbe épitett torlési
opciok értékelésére. A modszer megvaldsitasanak szemléltetése céljabol egy rész-
vényindexhez kotott jaradékterméket tekintettem. A modszer leglényegesebb lépése
a szerz6dés tovabbtartdsi értékének mint feltételes varhato értéknek a megbecslése
minden évforduldn, és ennek segitségével az optimalis torlési iddpont meghatarozasa
arészvényindex alakuldasanak minden realizacidja mentén.

A kérdéses alaptermék dinamikajat kétféleképpen modelleztem: egyszerti geo-
metriai Brown-mozgdssal és rezsimvalt6é lognormalis modell segitségével. Utobbi
paramétereit az Euro Stoxx 50 index historikus adataibol becsiiltem. Az el6bbi két
modell alapjan eléallitott végeredmények: a torlési opciot nem tartalmazd, ,,eurdpai
tipusu” szerz6dés kezdeti igazsagos értéke, a torlési opcioval rendelkezd, ,,amerikai
tipusu” szerz6dés kezdeti igazsagos értékének becslése, valamint a torlési opcid érté-
kének becslése. A becslések pontossagat egy kontrollvaltozd bevezetésével jelent6sen
tudtam névelni. A kiilénb6z6 modellfeltevések mellett nagyon hasonl6 eredmények
adddtak, a GBM modell altalaban enyhén magasabb értékekhez vezetett.

A kulcskérdésre, hogy mennyit tesz hozzd a szerzédés értékéhez a lejarat elotti
visszavasarlas lehetdsége, azt a valaszt kaptam, hogy az alapértelmezett paraméterek
mellett a szerzédésértéknek koriilbeliil 2%-at teszi ki a torlési opci6. Ez a szamsze-
rasitett mérték is ravilagit arra, hogy igencsak fontos a kiilonb6z6, szerz6désbe
épitett opcidkat és garanciakat kell elévigydzatossaggal kezelni, értékitket minél
pontosabban meghatarozni és figyelembe venni. A hasznalt mddszer gyorsasaga
lehetévé tette a l1ényeges paraméterek — mint példaul a garantdlt minimum kamat-
labak, blintet6faktorok stb. — hatasanak vizsgalatat is. Ez az el6ny is alatdmasztja
a modszer gyakorlati jelentéségét. Ugyanakkor a bemutatott eredmények alapjan
elmondhatjuk, hogy az elvégzett szimulacids kisérletek minden esetben a jézan
észt igazoltak.

Az LSMC technika tehat biztositasi teriileten is sikerrel alkalmazhaté. Egy
tényleges gyakorlati felhasznalas érdekében a dolgozatban bemutatott modellt
nyilvan finomitani kellene. A tovabbfejlesztési lehetdségek kozott emlithetd példaul
realisztikusabb modellek haszndlata az alaptermék dinamikdjanak leirasara, vagy
a konstans kockazatmentes kamatlab helyett valamely sztochasztikus kamatlabmo-
dell bevezetése. Ugyanakkor be lehetne épiteni a pusztan pénziigyi racionalitason
alapulé tigyfélviselkedés helyett valamely mas — példaul egészségi allapottol fiiggd
- optimalis dontési mechanizmust.
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MELLEKLETEK
4. tablazat: Valtozo A melletti eredmények GBM modellfeltevés esetén 6. tablazat: Valtozé k, k , és §, melletti eredmények GBM modellfeltevés esetén
A=1,05
’ — k=k;=1
Vo |7 44 Opy % # 7, 78 VE Opy 0
mlies | 01 | R Ie0 )| G | Dol 08,8885 | 98,0016 | 97,3499 | 15517 | 1,59%
konf. int. | 0,11183 | 0,03315 - 0,03315 konf int. | 0.14972 | 0.01815 N 0.01815
A=12 B: =02, 5, =0,15,
o /s Ve Op, % B =0,05,0,=0,t >
92,1771 | 92,1905 | 92,1898 | 0,0007 | 0,0008% 7, 73 VE Op, %
konf int. | 0,12112 | 0,00883 = 0,00883 93,8586 | 93,8711 | 92,1898 | 1,6813 | 1,82%
konf int. | 0,11642 | 0,01873 - 0,01873
A=1099
Vo v Ve Op, % B =0,09,t>1
93,9992 | 94,0113 | 92,1898 1,8215 1,98% 7, i vE Op, %
konf. int. | 0,12344 | 0,02374 - 0,02374 92,2306 | 92,2438 | 92,1898 0,054 0,06%
konf.int. | 0,12291 | 0,01447 - 0,01447

Forras: sajdt szamitds
Forrds: sajdt szdmitds
5. tablazat: Viltozd g, g, és h melletti eredmények GBM modellfeltevés esetén
7. tablazat: Novekvoé tartam melletti eredmények GBM modellfeltevés esetén

g=gs=h=0,03
?0 pokv VUE apﬂ % T'=15
96,9705 | 96,9837 | 96,1712 | 0,8125 | 0,84% A e Ve Opq %
konf. int. | 0,11552 | 0,01656 — 0,01656 93,4209 | 93,4536 | 90,5699 | 2,8836 3,18%
konf. mnt. | 0,14825 0,05628 — 0,05628
h =003 s
9% golz? 96%?47 92‘?293 4212’39 4?1/ Vo /i Vo | Opo%
tonf mt. | © £l969 0 0’223.}, ’_ 0 ;}:5337 = 92,2005 | 92,2742 | 89,3707 2,9036 3.25% |
— 2 — — konf. int. | 0,17563 | 0,09012 — 0,09012
Forrds: sajdt szdmitds Forrds: sajdt szdmitds
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8. tablazat: Valtozd volatilitas melletti eredmények GBM modellfeltevés esetén
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Forrds: sajit szerkesztés

Biztositas és Kockazat « IV. évfolyam 3.szam | 73

5= 10% k= ky= 1
7 kv VE Ops % Vo i Ve Opo %
86,7919 | 86.7987 | 852478 | 15509 | 1.82% 96,6578 | 96,7259 | 952632 | 14627 | 1.54%
konf. int. 0,04888 0,0165[ o 0,0[651 konf. mt. 0,19206 0,02336 = 0,02336
o =30% B =02, §, = 015,
PO Vo.iw VDE 0295] % Bs=005,8,=0,t > _
99,5145 | 99,537 | 98,6747 | 08624 | 087% Vo e Vo Opo %
konf. int. | 0,19403 | 0,08411 - 0,08411 92,0486 | 92,1037 | 90,5192 1,5845 1,75%
konf.int. | 0,15591 | 0,02453 — 0,02453
Forrds: sajdt szamitds
T =15
9. tablazat: Az RSLN modellfeltevéssel kapott eredmények kiilonb6z6 paraméterbeallitiasok mellett ]70 Vézv VE 0 Po %
kiindul6 paraméterek 91,8341 | 91,7954 | 88,8631 2.9323 3,3%
1A e vE 0po % konf. int. | 0,18672 | 0,04723 - 0,04723
92,1941 | 922484 | 905192 | 17292 | 191%
konf, int. | 0,15332 | 0,02721 - 0,02721 Forrds: sajdt szdmitds
1=1,05 1. abra: Az Euro Stoxx 50 index havi loghozamanak és éves volatilitasanak alakulasa 1987-2017 kozott
A pkv VE Op, % BB EEE BB EEEECEEE 8 EEEEHEHEEEEEE
91,3563 | 914132 | 90,5192 | 0894 | 099% e
konf. int. | 0.17105 | 0,02964 e 0.02964 2000%
25,00% || .
A=1,15 20,00%
7, PV VE Br, % \
90,4869 | 90,5448 | 90,5192 | 10,0256 | 0,03% = LN : I : _
konf. int. | 0,16888 | 0,02921 - 0.02921 1000% \| - | 1 | :” l ' - ,
500% | | |.'.‘ |‘ L 3 Il i l\‘ ‘|,I -;‘ i | I N ,lh TR | ',’MV] ‘.‘H [ I | 4 |
§=94=h=003 o LI AT O L
7, D Ve Opo % LG % b ddlgr i %J%.E‘M@' UL EE
950228 | 95,074 | 943032 | 0,7708 | 0.82% 500% & % Balsletgu R asRyREs SlENp=EaR s W’f REFPds =5
konf int. | 0.14876 | 0,02408 = 0.02408 —-— | I |‘ t "\ Il \||‘ ‘l : :
h=10,03 -15,00% | 'I | I l\‘ ! ‘.“ !
7 |75 43 Opo % ‘ | _ ) o
94.5966 | 94.6488 | 905192 | 4.1296 | 4.56% il —iiEha el
konf. int. | 0,14931 | 0,02386 - 0,02386 asoon ||
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2. abra: Az opcid értékének alakulasa a tartam fiiggvényében HIVATKOZASOK

52%
' A termékismertetSben leirt specifikdcié (ldsd (Termékismertetd, 2017)) egy un. variable annuity (VA) terméket hatdroz meg,

amely viszont nem azonos az equity-indexed annuity fogalmaval. Az egyik legfontosabb kiilonbség talan a flexibilitas. VA termék
esetén lehetdség van valasztani és kés6bb valtogatni az eszkozalapok kozott, amelybe a befizetések befektetésre keriilnek, mig
EIA esetén egy darab konkrét index hozama hatarozza meg a megtakaritas értékét. Lényeges eltérés az is, hogy a VA termékeknél
altaldban a valasztott alapok teljes hozamat jovairjék a szerz6do6 befizetésein.

—— GBM LGPt Py ST ésm, Pt P, T,

i http://db.komal.hu/KomalHU/cikk.phtmI?id=199639

lthttps://finance.yahoo.com/quote/%5ESTOXX50E/history?p=%5ESTOXX50E

Ez megtehetd, hiszen feltettiik, hogy az dllapotok véltakozdsa Markov-folyamattal irhato le, és ekkor ez a Chapman-Kolmogorov

egyenlet sajatos esete. (https://en.wikipedia.org/wiki/Chapman%E2%80%93Kolmogorov_equation)
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3. abra: Az opcio értékének alakulasa a garantalt kamatlabak fiiggvényében
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