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Biztositoként fontos feladat annak meghatarozasa, hogy egy altalunk kinalt biztositasi termé-
kért milyen arat kérjiink. A hagyomanyos értékelési modszerek nagyrészt azon a hozzaalldson
alapulnak, hogy ezek a termékek kockazatként kizérolag egyfajta ,,aktudriusi kockézatot” foglalnak
magukban, azaz véletlenségiik pusztan egy kapcsolddo biztositasi folyamat (példaul talélésszam)
alakulasatol fiigg, de a piactol magatdl nem.

A biztositok ezzel szemben nagy szamban kinalnak olyan termékeket, melyek kockazata
mar Osszefiiggésben van bizonyos piacon kereskedett termékek aralakuldsaval is. Természetes
igényként vetddhet igy fel, hogy a kockazat értékelésekor és drazasakor az emlitett piaci kocka-
zat is legyen figyelembe véve. Irdsomban a vonatkozé irodalom feldolgozdsaval arra a kérdésre
kerestem a valaszt, hogy milyen lehetséges mddokon lehet kezelni a megjelend kockazatkettdst.

Jelen cikk a Budapesti Corvinus Egyetem biztositasi és pénziigyi matematika mesterszakanak
aktudrius specializaciojan, a 2018. juliusi zarévizsgan megvédett szakdolgozat alapjan késziilt.

SUMMARY

For an insurance company, determining the fair price of an insurance product is crucial. Standard
actuarial premium principles are usually based on the concept that these products solely contain
»actuarial risk”, or in other words, the possible dependence on the financial market is neglected.
However, many products offered do involve financial risk. While giving a brief overview of
the related literature, in this article we're looking for the answer to how to evaluate such payoffs
accordingly, taking into consideration both their financial and non-financial risk.
The article is based on my thesis written at the actuarial specialization of the Actuarial and
Financial Mathematics MSc of Corvinus University of Budapest, defended in July 2018.
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Bevezetés

A biztositasi termékek palettajan nagy szamban vannak jelen olyan termékek, melyek
kockazata nem csupan valamilyen biztositasi folyamat sztochasztikajabol fakad, hanem
bizonyos piacon kereskedett termékek dralakulasanak véletlenségébdl is. Példaként emlit-
hetSk ezek kozott a unit-linked biztositdsok, valamint a garanciélis biztositasi kifizetések
is. Habar sokfajta konstrukcio foglal magaban az aktudriusi mellett piaci kockazatot is, a
kétféle kockazattipus egyiittes értékelésére és kezelésére a biztositok még mindig viszonylag
kis hangsulyt fektetnek.

Ebben az irdsban nagyrészt Antoon Pelsser, Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi és
Mitja Stadje vonatkozd munkassaganak feldolgozasaval egy lehetséges modszer keriil
bemutatasra, mely mar kezelni tudja a megjelend kockazatkettdst: megismerkediink az
ugynevezett id6- és piackonzisztens aktudriusi értékelésekkel. Ilyen értékeléseket nyer-
hetiink példaul a mar széleskortien hasznalt aktudriusi dijelvek kiterjesztéseivel (ezeket
egyarant kiterjesztjiik id6konzisztens és piackonzisztens iranyba). Ahhoz azonban, hogy
ilyen értékelésekkel érdemben foglalkozhassunk, mindenekel6tt sziikségiink van a fogalmi
keretek felallitasara.

Ezek lehetséges eszkozt kindlnak arra, hogy aktuariusi és
pénziigyi kockazat kettosét egyiittesen is kezelni tudjuk.

Els6képp az id6konzisztencia fogalmat vezetjitk be: mit értiink alatta, miért addédhat
természetes elvarasként egy értékeléssel szemben, illetve hogyan valésithaté meg az ak-
tudriusi dijelvek idékonzisztens kiterjesztése? Ezt kovetSen roviden a piackonzisztencia
fogalmara is kitériink, és megnézziik, az hogyan érvényesithetd egy biztosité keretrend-
szerében. Mindkét fogalom jelentésének tisztazasat kovetéen pedig ratérhetiink olyan
értékelések tanulmdnyozasara is, melyek egyarant id6- és piackonzisztensek.

Ezek mar lehetséges eszkozt kindlnak arra, hogy a korabban emlitett aktuariusi és
pénziigyi kockazat kettsét egyiittesen is kezelni tudjuk.

A fogalmi keretek felallitasat kovetSen két példa bemutatasan keresztiil illusztraljuk,
hogyan irhatd fel és hasznalhato az altalunk megismertetett modszer konkrét biztositasi
szitudciokban.

Végiil roviden szot ejtek arrdl is, hogy milyen gyakorlati jelentéséggel birhat az id6- és
piackonzisztens értékelések biztositdi alkalmazésa.

Arazas a biztositasi folyamat fejlédésdinamikajanak figyelembe nem vételével
Az aktudriusi munka legfontosabb feladatai kozé tartozik a biztositasi szerz6dések

arazasa, legyen sz6 akar egy konkrét szerz6désrol, akar egy teljes allomany vizsgalatarol.
Vegytink egy egyszer( példat: mennyit kérjiink egy T tartama elérési biztositasért? Vagy
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altalanosabban: vizsgaljunk egy olyan homogén portféliot, amelyben valamennyi szer-
z6dés kifizetése a T. id6pillanatban esedékes! Felmeriil a kérdés, hogy mennyi legyen
ennek az ara. A kérdés lehetséges megvalaszolasanak széles irodalma van, ugyanakkor a
megkozelitéseknek rendszerint kozos jellemzje, hogy az arazashoz kizardlag a kifizetés
T. idépontbeli mutatoit veszik figyelembe. Gondolhatunk akar a hagyomanyos dijkal-
kulacios elvekre: mind a varhaté érték elv, mind a szérasnégyzet elv, mind a szoras elv
alapvetden a T. id6pontra vonatkozé varhatd érték, illetve szorasnégyzet (vagy szoras)
fiiggvényeként irjak fel az drat, de a hattérben meghtzddo biztositasi folyamat (példaul
egy elérési biztositas esetében a talélészam-folyamat) fejlédésdinamikajaval magaval, a
folyamat id6beni valtozasanak jellemzoivel nem foglalkoznak.

Ahogy Thomas Moller is hangsulyozza Indifference pricing of insurance contracts in
a product space model cimi cikkének bevezetdjében, az ilyen mddszerek azért is vetnek
fel problémat, mert elméletben nem engedik, hogy a biztosité a (0, T) intervallumon
reagaljon a kockézatra és a biztositasi folyamat alakuldsdra. Igy a vizsgalodasbol kizdrjak
a viszontbiztositasi és pénziigyi piac meglétét, noha a valdsagban kinalkozik lehetdség az
azokon torténd kereskedésre, s ezaltal a kockazat lehetséges mérséklésére és megfelel6bb
kezelésére.

Az Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi ltal targyalt id6konzisztens
aktuariusi értékelés (Time-Consistent Actuarial Valuations, 2015) a statikus vizsgalodas
miatt felvet6dé problémara reflektal. A szerz6k 6tletének 1ényege, hogy a mar széles kor-
ben ismert és hasznalt aktuariusi dijelvek alkalmazasabdl indulnak ki, de azokat nem a
szokvanyos modon irjak fel, hanem idékonzisztensen kiterjesztve, aminek kdszonhet6en
mar a kordbban elhanyagolt fejlédésdinamika is figyelembe lesz véve.

Az id6konzisztencia fogalma

Legyen ((Q;A;P) valoszinliségi mezd, y(t) egy ezen értelmezett biztositdsi folyamat,
A, :o(yr| 0 <r<t)filtracio. Azt az esetet vizsgaljuk, amikor az dlloményra vonatkozd
kifizetés a T. id6pillanatban fog torténni, és a portfélié akkori kifizetése a széban forgd
biztositasi folyamat T. pontbeli értékének, y(T)-nek lesz a fiiggvénye: f(y(T)).

Példaképp vegyiink egy elérési biztositast! Adott szamu szerzédével indulunk: akik
koziiliik megélik T-t, 6k kifizetésre jogosultak, a tobbiek viszont nem. A szerz6ddék szamat
modellezziik esetiinkben a biztositasi folyamattal, y-nal: y(0) szerz6d6vel indulunk, a ¢.
id6pillanatban y(t) a még életben lévok szama, s végiil a T-t megéld y(T) szamu biztositott-
nak tartozunk kifizetéssel. A rajuk vonatkozd teljes kifizetés tehat y(T) fiiggvénye: f(y(T)).

Jeloljiik az arat m-vel! 7w: L?(A;)>L*(A,) feltételes kockazati mérték. n-rél akkor mond-
juk, hogy idékonzisztens, ha teljestil ra az alabbi:

m[fy(D) 6 yO] = [m[f{y(TD)] syt y(O] V0<t<s<Tesetén.

Ez a feliras a feltételes varhatd érték toronyszabalyanak megfelel6t kovetel meg. Azt
hivatott kifejezni, hogy ha a t. idépillanatban adnank el a portféliét, akkor ugyanannyit
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kérnénk érte, mintha a t. idépillanatban azért kérnénk arat, hogy az s. idépillanatban
(0 < t <s < T) megvaljunk az akkor mar 7(s, y(s)) ara portfoliotol. A fenti formalizalja
az id6konzisztencia kovetelményét: egyetlen idéhorizonton arazva ugyanazt az arat
kéne megszabnunk, mintha az idéhorizontot tovabb osztva pontrdl pontra araznénk.
Az idékonzisztens értékelés tehdt arrdl fog szolni, hogy az arfiiggvénynek valamennyi
belsé pontjara vonatkozdan eleget kell tennie az idékonzisztencia feltételének.

Az id6konzisztens arazas mint modszer alapjai

Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi cikke alapjan (Time-Consistent
Actuarial Valuations, 2015) mutatom be ebben az alfejezetben a cimben jelolt moédszer
alapjait.

Aziddkonzisztens arazas 1ényege, hogy az id6konzisztencia feltételét meg kell kovetelntink.
Bedrazando egy szerz6dés, amelynek kifizetése a T. id6pontban esedékes. Hangstlyozando,
hogy az idékonzisztencia maga egy mddszer, de 6nmagaban nem biztosit arazé formulat,
igy nekiink kell még kiilon megadni mellé egy drazasi eszkozt. Ez az eszkoz lehet példaul a
szokasos aktuariusi dijelvek valamelyike (szorasnégyzet elv, szorés elv stb.), de azt mar nem
a hagyomanyos, statikus modon kell felirnunk, hanem az id6konzisztencia modszerével.

I Az id6konzisztencia maga egy modszer, de 6nmagaban nem
biztosit arazo6 formulat.

Azidbékonzisztens arazas megvalositdsi modja, hogy a kezd6- és végpont altal megha-
tarozott iddintervallumot kisebb, At hosszt intervallumokra osztjuk. Ezeken a kis interval-
lumokon mar tudunk a hagyomanyos mddon arazni, vagyis az idéhorizontot tovabb nem
osztva felirhatjuk a szokasosan alkalmazott aktuariusi dijelveinket a kezdépont végpont
szerinti bedrazasara. Els6képp az utolso intervallumon tesziink igy: T-At-ben hatarozzuk
meg az arra vonatkozd feltétellel (vagyis a feltételes varhato érték és szorasnégyzet felira-
saval), hogy mennyit kértink a At id6 elteltével, T-ben esedékes portfoliokifizetésért. Ez
a szOrasnégyzet elv esetében illusztrdlva (a-val jelolve a dijelv paraméterét):

wr-a(fV(1) = EGFy(D)| T-At, y(T-A1) + % a D*(fy(D)| T-A1, y(T-41), (1)

ahol a >0. Az utols¢ iddintervallumra szol6 feltételes arazassal igy meg is lennénk.

Ezt kovetSen haladhatunk hatulrdl elére, a kovetkezd 1épésben az el6z6hoz hasonlot
fogunk felirni, csak immaron a [T-2At, T-At] intervallumra: a T-2At-beni feltételes
varhato érték és szorasnégyzet felirasaval adjuk meg a T-2At pontbeni drat a T-At-beni
»Kkifizetésre” vonatkozoéan (ez a ,kifizetés” a T-beli ténylegesen megvaldsul6 kifizetésbdl
levezetett nT-At arfiiggvénybdl szarmazik). A felirt kovetelmény biztositja, hogy az
id6ékonzisztencia elvarasa teljesiiljon a T-2At, T-At és T pontokat illetéen. MegegyezGen
folytathatjuk a hatulrol el6refele haladast, mignem végiil elériink a kezdépontig, t-ig, ezzel
meghatarozvan a modszerrel a 7,(f(y(T))) arat.
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Vegytik észre, hogy ahogy a T-2At, T-At és T pontokat illetéen teljesiil az id6konzisz-
tencia, ha folytatjuk a mddszert, és intervallumrol intervallumra lépve arazunk, agy az
id6konzisztencia barmely olyan [t, T]-beli pontegyiittes esetén is igaz lesz, ahol a pontok
az intervallumhatarként szerepld pontok koziil kertilnek ki.

Osszefoglalva: ez a kis iddintervallumokra torténé felosztés és a hatulrdl el6refele
torténd feltételes arazas biztositja, hogy gy adjuk meg a kezdépontbeli arat, hogy az
intervallumhatarként szerepld koztes pontok barmely valasztisa esetén fenndlljon az
id6konzisztencia feltétele. Vegyiik kozben észre, hogy ez az id6konzisztens drazas meg-
adhatd tetsz6legesen kis At idéintervallum-hossz valasztasa mellett is! Ebbél adodoan
persze arra is lehetdségiink kindlkozik, hogy At>0 hatarértékképzés mellett adjuk meg a
keresett id6konzisztens arat. Ha pedig igy jarunk el, akkor barmely [t, T]-kozbiilsé pontok
valasztasa esetén teljestilni fog az idékonzisztencia feltétele.

Ezzel lefektettiik az id6konzisztens arazds mint modszer alapjait. Konkrét szituaciokban
el kell donteniink, hogy milyen drazasi modszer (példaul szorasnégyzet elv, szoras elv stb.)
mellett szeretnénk alkalmazni, tovabba feltételezéssel kell élniink a biztositasi folyamat
dinamikajaval kapcsolatban is, hogy egy adott fkifizetésfiiggvény ismeretében pontosan
megadhassuk a keresett arat.

Id6konzisztens aktuariusi értékelések

Id6konzisztens aktuariusi értékeléseket kaphatunk hagyomanyos aktuariusi dijelvek
kiterjesztésével. Ebben az irasban nem tériink ki pontosan a vonatkozé matematikai
levezetésekre, csak roviden kozoljiik a gondolatmenet lényegét, illetve a relevans vég-
eredményeket. Részletes levezetés és magyarazat megtalalhaté Antoon Pelsser és Ahmad
Salahnejhad Ghalehjooghi mar emlitett cikkében.

Mit mondhatunk el didhéjban az id6konzisztens aktuariusi értékelések felallitasardl,
melyek a szerzparos 6tletének lényegi elemei?

A kapcsolddd biztositasi folyamatot illetGen feltételezéssel kell élni, esetiinkben
abbol indulnak ki a szerz6k, hogy a folyamat az alabbi sztochasztikat koveti:
dy(t)=a(t,y(t))dt +b(t,y(t))dW(1),

ahol W(t) sztenderd Wiener-folyamat, a(t, y(t)) és b(t, y(t)) folytonosak és adaptaltak,
tovabba y(t) Ité-folyamat, négyzetesen integralhato.

A korabban is emlitettek értelmében az idékonzisztens ar meghatarozasakor
el6szor a [0, T] intervallumot kell kis idSintervallumokra felosztani, és ezeken egyesével
arazni, azaz egyesével kell felirni rdjuk az alkalmazandé aktudriusi elvet. (Megjegyzés:
egyeldre t-t futéindexként fogjuk hasznalni, igy célszerlien attértiink a 0-ra mint kezd6
idépontra, ezért vizsgaldédunk immar a [0, T] intervallumon.)

Legyen egy ilyen kis kivalasztott intervallum a [t, t + At]! A mddszer értelmében a
t-beni drat a t + At-beni feltételes értékek hatarozzak meg (tehat a kezdépontbeli ar a vég-
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pontbeli értékek fliggvénye), példaul a szérasnégyzet elv alkalmazasa esetén a t + At-beni
varhato értékbdl és szorasnégyzetbdl adddik a t-beni ar. Ezen keresett varhato érték és
szorasnégyzet pedig megkaphato ugy, hogy (megfelel folytonossagokat megkéovetelvén az
arfuggvényre és annak derivaltjaira) felirjuk az Ito-formuldt. Az Itd-formula matematikai
Osszefiiggést ir le a t-beni és t + At-beni drak kozott, az dsszefiiggésbdl pedig kinyerhetd
a keresett t + At-beni varhatd érték és szorasnégyzet.

Ha a kis intervallumokon térténd arazassal mar megvagyunk, képezhetiink At>0
hatarértéket. Specialisan ez a szoérasnégyzet elv alkalmazasa esetén el fog minket vezetni
egy parcialis differencidlegyenlethez, amit a Feynman-Kac-formula segitségével tovabb
alakithatunk, igy eljutva annak explicit megoldasaig. Végiil az alabbit kapjuk:

7V (t,y) = iln E[e a-f(y(T)) [y(t) = y], )

ahol:
¥ (t,y): a szorasnégyzet elv alkalmazasaval kapott ar t-ben, (t,y) ismeretében
o : a szorasnégyzet elv « dijelvparamétere

A fenti ar tetsz6leges 0 < t < T-ben megadhatd a biztositasi folyamat konkrét megva-
l6sulasi értéke, y(t) ismeretében.

Hasonlo levezetéssel kapjuk a szordas elvre:

m (Ly)=E* [ fiy(T)| y()=y] ©)

ahol:
7 (t,y)a széras elv alkalmazdsaval kapott ar t-ben, (¢,y) ismeretében
ES: egyfajta korrigalt varhato érték, egészen pontosan egy modositott y* folyamat
alapjan vett varhato értéket, ahol y® annyiban tér el y-tol, hogy driftje a £b(t,y) taggal
egésziil ki, vagyis dy(t)=(a(t,y()£Bb(tyt)))dt +b(t,y(t))dW(t)

B : aszoras elv § dijelvparamétere

Ezzel tehat roviden, a matematikai teljesség igénye nélkiil attekintettiik, hogy a
feldolgozott cikk milyen konkrét eredményekre jut a szérasnégyzet elv, illetve a szoras
elvidékonzisztens kiterjesztésével kapcsolatban. Az eredmények példan torténd illuszt-
ralasdra a cikk masodik felében keriil majd sor, amikor a piackonzisztencia fogalmanak
bevezetésével olyan értékelésekkel tudunk majd foglalkozni, melyek egyszerre lesznek
piac- és id6konzisztensek.
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Idékonzisztensek-e a statikus megkozelitések?

A bevezetend6 uj modszer megismertetésével egyidében felvetddhet benniink a kérdés:
a korabban alkalmazott statikus modszerek, az aktuariusi dijelvek ,,hagyomanyos” felirdsa
ezek szerint nem teljesitette az id6konzisztencia feltételét? A valasz: nem feltétleniil, sét,
bizonyos specidlis esetektd] eltekintve rendszerint nem. A szdrasnégyzet elv esetében ezt
egy egyszer(i példan mutatom be.

Legyen a vizsgalt biztositasi folyamat a kovetkez6: y(0) = 100, majd innen két 1épésben,
faszertien dgazunk el: minden lépésben a folyamat értéke vagy 0,8-szeresére, vagy 0,6-sze-
resére véltozik, a két eset legyen megegyez8 valdsziniiségli,P—;. Abran szemléltetve (W
a yvilagallapot” megjelolése, y a biztositasi folyamat konkrét értéke):

1. abra: Példa a statikus megkozelitések idokonzisztencidjanak megcafolasara - I.

" w, \_p=12 [ wpr \ p=12 [ wp
( A A S 2
Yo : 100 \ yi:80 ] \ y3:64
. / L _
p=1/2 p=1/2
i N
wz \  p=1/2 Y w2\
\y?:60 | \ y2:48 )
- e

wp
\ 36

Forrds: sajdt szerkesztés

Ez egy lehetséges megbuvd biztositasi folyamat leképzése: 100 {6s allomanybol in-
dulunk, mely a kévetkezd idépontban 80, illetve 60 f3sre csappanhat, majd a masodik
idépontban mar csak 64, 48, illetve 36 fs lehet. Elérési biztositassal foglalkozunk, vagyis
a biztosito kizarolag a tuléloknek tartozik kifizetéssel, azaz jelen esetben a tartam végén
életben maradt 64, 48, illetve 36 fonek. Az egyszertliség kedvéért tegyiik fel, hogy minden
tuléls egységnyi kifizetésre jogosult: f(y(T)) = 1 - y(T) = y(T), tovabba a diszkontalastdl
is tekintsiink el!

Most tehat szorasnégyzet elvvel arazunk. Ha a statikus arazas maga id6konzisztens
lenne, akkor ugyanazt az arat szolgaltatnd ,,egybdl drazva’, mint koztes osztopontokat
véve és azokon keresztiil arazva. Vegyiink egyetlen koztes osztopontot, és vessiik dssze,
hogy mit kapnank, ha el6sz6r hagyomanyosan, statikusan araznank, majd mésodjara
egy osztoponttal, két [épésben. (Megjegyzés 1.: als6 indexben az id6tényez6t fogjuk
feltiintetni, amelyre vonatkozdéan szamitjuk a megfelel6 feltételes varhato értéket és
szérasnégyzetet. Megjegyzés I1.: az a dijparaméterre vonatkozdan értékadassal kell
élniink. Legyen a=0,2, s igy % - a=0,1.)
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o Statikus arazassal: .

mo(f(v(2))) = Eo(f(v(2) +5 - a-D*(f(¥(2) =
=2 (64148 + 48+ 36) + 0,1 - (5 (641481481367 - (5 - (64 + 48 + 48+ 36))°) =
1

= 196+ 0,1 (- 10000 - ;- 196)°) =49 + 0,1 -99 =49 + 9,9 = 58.9.

o Osztopontos arazas: els6képp az 1-es idépillanat két lehetségesen bekovetkezd
vilagallapotara vonatkozd n1 arakat kell meghataroznunk.

= Wi-re: m(f((2) = Ex(fv2) | (1) = y1) + % oD (f(2) | y(1) = yi)
== (644 48) 01 - (5 (64°148) — (5 (64 +48)) ) =5 - 112+ 0,1 -
(%-6400-(%-]]2)2) —56+0,1-64 =624,

= WPres m(fy@) = Exfv(2) | y() = ¥} + 2o D (f5(2) | y(1) = y3)
=== (48 4+36) 10,1 (5 (48436) - (5 (48 +36)7) =2 -84+ 0,1 -
(3600 (- 84)2) =42+ 0.1 -36 = 45,6

Ezen kettd ismeretében a 0. id6pontra vonatkozé ar is megadhatd, abrank a kovetke-
z0re mddosul:

2. bra: Példa a statikus megkozelitések id6konzisztencidjanak megcafolasara — II.

{wy \_p=12 [ @

Jr—
\ %o 100 \ 91:624 )
p=1/2
W2
Ui :45.6

Forrds: sajdt szerkesztés

) 1 8 1
= Woera: mof(y(2) = E'f(1)) + 3 a-D2(fy(2) ==+ (62,4 +45,6) +
F0,1-(5 - (6247445,67) - (5 - (62,4 +45,6)7) == - 108 +0,1 - (5 - 5973,12-
- (G- 1087) =54 +0,1-70,56 = 54 + 7,056 = 61,056.
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Ezzel az osztdpontos, kétlépéses esetre is meghataroztuk a keresett arat. Vessiik is dssze
a statikus modszerrel kapottal!

A modszer szerinti ar 0-ban:
Statikus arazas 58,9
Osztopontos arazas 61,056

Lathato, hogy a két ar nem esik egybe.

Ezzel sikeriilt egy konkrét példat mutatnunk, mely alatamasztja, hogy a hagyomanyos,
statikus drazasi mdodszerre nem feltétlenil teljestl az id6konzisztencia kovetelménye.

Az idékonzisztenciarol szolo alfejezeteket roviden osszefoglalva: példa bemutaté-
saval illusztraltuk, hogy a hagyomanyos aktudriusi dijelvekre nem feltétlenill igaz az,
hogy egy idéhorizonton kiértékelve ugyanazt az arat kérnénk, mintha az adott idého-
rizontot intervallumokra osztandnk, és azokon keresztiil pontrdl pontra értékelnénk.

I A hagyomanyos, statikus arazasi modszerre nem feltétleniil teljesiil
az idokonzisztencia kovetelménye.

Mindazonéltal ez egy természetesen felvet6d6 igény lehet biztositasi termékek drazasakor.
Az idékonzisztencia feltételének megkovetelése hivta életre a mar bevett aktudriusi dijelvek
idékonzisztens kiterjesztésének Gtletét. Antoon Pelsser és Ahmad Salahnejhad Ghalehjooghi
Time-Consistent Actuarial Valuations cimt 2015-6s cikkének feldolgozasaval attekintettiik,
hogy milyen konkrét eredmények adédnak a szérasnégyzet elv, valamint a szoéras elv
idékonzisztens felirasabol.

A piackonzisztenciarol altalaban

Az idékonzisztencia fogalmanak bevezetését kovetden attérhetiink a piackonzisz-
tencia fogalmara. A végcélunk az, hogy az éltalunk hasznalt értékelések immaron ne
csak az id6konzisztencia feltételét teljesitsék, hanem a piackonzisztencidét is. Ezt ugy
fogjuk elérni, hogy a mar széles korben ismert aktudriusi dijelveket nemcsak id6kon-
zisztens iranyba fogjuk kiterjeszteni, hanem piackonzisztens iranyba is. Mindenekel6tt
azonban meg kell érteniink, hogy mit is értiink a piackonzisztencia fogalma alatt,
illetve mi indokolhatja, hogy azt megkoveteljiik biztositasi termékeink arazasakor.

Ahogy mar korabban emlitettiik, a biztositasi piacon mar régdta nagy szamban
vannak jelen olyan termékek, amelyek kockazata nem pusztan egy kapcsolodd
biztositasi folyamat véletlenségébdl fakad, hanem pénziigyi, piaci kockazatot is ma-
gukban foglalnak. Ilyenek akar a részvényarfolyamokon alapulé termékek (példaul
a unit-linked biztositasok), akar a garancidlis kifizetések.
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Amikor az aktuariusi és pénziigyi kockazat kiilonboz6ségérdl beszéliink, nem
csupan azért tessziik, mert mas a kockazat forrasa, de maga a kockazati jelleg is eltérd
lesz. Mig az el6bbit hedzselni rendszerint nem tudjuk, addig az utdbbit sok esetben
igen. Ez azt jelenti, hogy annak ellenére, hogy biztositoként egy véletlen kifizetést
vallalunk el, nem feltétleniil vagyunk kiszolgaltatva annak kockazataval szemben. Egy
leegyszertsitett példa: ha azt vallaljuk, hogy tiz év mulva kifizetjikk egy adott részvény
akkori drat, akkor hidba kovet az ar véletlen folyamatot, ha most megvessziik a rész-
vényt, és tiz évig tartjuk, akkor tiz év mulva lényegében rendelkezésiinkre fog allni az
akkori ara, azaz megfelel6 hedzseléssel (most: a részvény megvasarlasaval) elérhetjiik,
hogy a részvényar véltozasa okozta kockazattal szemben semlegesek legytink. Ennél egy
fokkal 6sszetettebb példa lehetne, ha nem azt vallaljuk, hogy kifizetjiik tiz év mulva a
részvény arat, hanem azt, hogy elérési biztositassal kombinaljuk, vagyis amennyiben
a biztositott megéli a tizedik évet, ugy jogosult lesz az akkori részvényar-kifizetésre,
kiilénben viszont nem. Az utobbi példa tovabbfejlesztése, illetve atdolgozasa vezet el
a unit-linked biztositasi termékekhez, amelyek jelenleg is meghatarozé részét képezik
az életbiztositasi piacnak. Erezhetd, hogy milyen fontos feladat igy a piaci, pénziigyi
kockazatok biztositdi értékelése.

A piackonzisztencia azt koveteli meg, hogy azoknak az instru-
mentumoknak az ara, melyek replikalhatoak, egyezzen meg a
replikalasi arral.

Roviden azt mondhatjuk, hogy a piackonzisztencia azt koveteli meg, hogy azoknak
az instrumentumoknak az dra, melyek replikdlhatéak, egyezzen meg a replikalasi arral.

Tehat ha egy terméket el6 tudunk allitani egyéb, piacon fellelhet6 termékek kombi-
néaciojaként, akkor azt azokkal 6sszhangban, azokkal konzisztensen arazzuk. Hogyan
valosithato ez meg egy biztosito keretrendszerében?

Piackonzisztencia a biztositasban

A piackonzisztenciat és annak biztositasi szektorban valé megjelenését mélyrehatdan
feldolgozta a Mario Valentin Wiithrich, Hans Bithlmann és Hansjorg Furrer szerzéhar-
mas altal irt Market-Consistent Actuarial Valuation cimi konyv. Ebben kifejtésre keriil
tobb, a témdhoz kapcsolddo elméleti és gyakorlati megfontolas is, mindazonaltal a mu
részletes ismertetésére ennek a cikknek a keretében nem nyilik lehetéségiink. Egyetlen,
témankhoz szorosan fliz6dé szeletét fogjuk attekinteni: a kiértékelési portfolié miben-
1étét, illetve felirasat determinisztikus modellben. Ezutan roviden utalunk a sztochasz-
tikus modellbe val¢ atiiltetésére is. Ezen elméleti alapokat azért is fektetjiik le, hogy a
késébbiekben ratérhessiink az iras kulcstémajara, és felallithassunk olyan aktuariusi
értékeléseket, melyek mar egyszerre lesznek id6- és piackonzisztensek.
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Kiértékelési portfdlio

A kiértékelési portfoliorol szolo alfejezetek az elébb emlitett konyvben olvasottak
értelmezésével késziiltek. A piackonzisztencia megvaldsitasanak alapja egy un. kiértékelési
portfolio felallitasa. X-szel jelolvén a biztositasi portfoliét az X->VaPo(X) hozzérendelést
keressiik, ahol a VaPo jel6lés a valuation portfoliora, azaz a kiértékelési portfoliora utal.

A biztositési portfolidnk értékelésekor elsdként a piacon kereskedett termékek sszes-
ségeként irjuk fel, végiil ez utobbinak kell majd meghataroznunk az arat. Lényegében arra
toreksziink, hogy az eredeti biztositasi portfélionkat egy replikdl6 portféliéva alakitsuk
at, ahol a replikalé portfolié mar meghatarozott pénziigyi termékekbdl tevédik ssze.

A replikalds és értékelés két fazisban torténik. El8szor feltessziik, hogy a halalozasi
tabla determinisztikus, vagyis nincsen aktuariusi kockazat, pontosan ismert, hogy mikor
hanyan haldloznak el. A méasodik lépésben pedig mar szamolnunk kell az aktuariusi
kockazattal is, vagyis a korabbi kiindulasként hasznalt determinisztikus tabla helyett
sztochasztikus tablara kell attérniink. A determinisztikus tablaval torténé operalast
részletesen kifejtjiik, hogy vilagossa véaljon a kiértékelési portfolio felallitasanak elmélete,
a sztochasztikus megfontolassal kevesebbet id6ziink, annak csak lényegesebb gondolati
elemeit emeljiik ki.

Kiértékelési portfolio, determinisztikus modell

A konnyebb érthetdség kedvéért egy példan illusztralva fogjuk levezetni a kiértékelési
portfolid felallitasat. Nem ugyanazt a példat vizsgaljuk, amelyet a felhasznalt irodalom, att6l
eltérd tartammal és indul6 életkorral fogunk dolgozni, ugyanakkor mi is egy vegyesbizto-
sitast vesziink alapul, hogy az elérési és halaleseti kifizetés egyarant bemutathato legyen.
Tovabba ugyanugy lesz garancialis kifizetéslink, hogy annak replikalasat is szemléltetni
tudjuk. Lassuk is a példat!

A biztositasba torténd belépési kor 40, a tartam 3 év (x=40, n=3). A biztositasi dij
allando, minden év elején felmeriilS: IT,=I1, t=40, 41, 42. A halaleseti és elérési kifizetések
egy elére megnevezett I index (vagy részvény) adott évi értékének lesznek fiiggvényei
(I, t=41, 42, 43), ahol az indul6 érték egységnyi, I,)=1. A kifizetések:

. Elérési: I,;, garancia nélkiili.

o Haldleseti (t=41, 42, 43): max(I,, (1+i)*), ahol i el6re rogzitett kamatlab. Ez a
kifizetés tehat garancialis, évi i szazalék kamatgaranciat vallal.

A mortalitasi tabla szokasos jeloléseivel legyen [, az x. életkort megéltek, d, pedig az
x. életkort még megélt, de x+1.-et mar nem elérék szdma! (Ertelemszertien: d,=I-I,.,.)
Ekkor a biztositd ki- és befizetéseit az 1. tablazatban foglaljuk dssze.
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1. tablazat: A biztosité determinisztikus haldlozas melletti be- és kifizetései

t | cash flow | biztositasidij | haldleseti kifizetés | elérési kifizetés
40 X40 -lao - IT
41 Xa1 g - 1T dao - max(Is1, (1+)H
42 X4z - 11 ds1 - max(Is, (1+1)3)
43 X3 d4z - max(Iss, (1+i)°) lz - Is3

Forrds: sajdt szerkesztés

Keressiik az ezt replikalé portfoliot, VaPo(X)-et. Lassuk is, milyen egységekbdl épit-
hetjiik ezt fel!

. Biztositasi dij: zéro-kupon kotvényekkel: Zy, Z,;, Z,,. A két év mulva esedékes egy
egységnyi befizetés replikalhat6 példaul egy most megvasarolt két év tartamu zér6-kupon
kotvénnyel.

. Elérési kifizetés: az eléréskor esedékes I,; kifizetés replikalhato az I index (rész-
vény) azonnali megvasdrlasaval.

o Haldleseti kifizetés: az el6bbieknél Gsszetettebb, a ¢t idépontra vonatkozdan
I+Put™(T, (1+i)"*), ahol t= 41, 42, 43. Az index (részvény) megvasarldsa mellett tehat
egy put opciora is szitkséglink van, mégpedig egy olyanra, amely lehetévé teszi, hogy
t idépontban az I részvényiinket (1+i)"* aron eladhassuk. Ez leképezi a max(1,, (1+i ))-et:
ha az ar t-ben (1+i)"* felett van, akkor nem érvényesitjiik a put opcio lehet6ségét, igy
valoban It értékkel fogunk rendelkezni, ha az ar viszont (1+i)"* ald kertil, akkor az in-
dex értéke az opcid értelmében (1+i)*'-re "cserélhetd". Osszességében a t-beli kifizetés
valoban max(1,, (1+i)"*°) lesz.

Mindezek alapjan felirhaté egy bazis a portfolidhoz tartozo kifizetések replikalasara,
mégpedig az alabbi hétdimenzids vektorral:

(Zip Zys» Zip, I, Put®(I, (1+4i)"), Put® (I, (1+i)2), Put™ (I, (1+i)’) )

A portfolio replikalasanak hatramarado 1épése, hogy azt is megmondjuk, hogy az egyes
baziselemekbdl mennyi sziikségeltetik. Visszakanyarodva a korabban felirt replikalasi
tablazatunkhoz, a determinisztikus haldlozdsi tébla feltételezéseivel élve ezek az értékek
a 2. tablazatban olvashatdk.

2. tablazat: A replikalo portfélio osszetétele

Forrds: sajdt szerkesztés

baziselem egységek szama

Z40 -lgo - T1

Z41 lgg - IT

Zs -l - 11

I dgot+ da1t dapt laz=l4o

Put®)d, (1+)H dao
Put®d(1, (1+1)3) da
Pul®(1, (1+)°) di

Biztositas és Kockazat « V. évfolyam 4.szam | 63



BIZTOSITASI KOTELEZETTSEGEK FAIR ERTEKELESE

Sikeresen replikaltuk tehat a biztositasi portfélionkat: eldszor meghatéroztunk egy bazist,
majd felirtuk a portfolionkat ebben a bazisban, igy megadtuk a replikal6 vektorunkat. Innent6l
a kiértékelés ugy torténik, hogy egy kiértékelési fliggvény segitségével arat rendeliink ehhez a
replikalé vektorhoz. Feltételezvén, hogy ismertek az egyes baziselemek arai (vagyis ismertek a
megfeleld zérd-kupon kétvények, az index, illetve a megfeleld put opciok drai), mar a replikalo
portfolié dra is meghatérozhato: valamennyi baziselembdl a replikalashoz sziikséges mennyiséget
véve a portfoli6 ara ezen arak osszegeként fog adodni. Matematikailag: el6sz6r az X > VaPo(X)
hozzarendelést elvégezve felirhattuk a portfolionk replikalasat, majd ezutan egy A kiértékelési
linearis funkcionalt véve ezen elvégezhetjiikk a VaPo(X) > A(VaPo(X)) hozzarendelést, amely
tehat mar értéket rendel a replikald portfolidhoz.

Megjegyzés: érdemes azonban szot ejteni arrdl is, hogy ez a kiértékelési A fiiggvény
nem feltétleniil all a rendelkezésiinkre, példaul nem sziikségszertien kereskednek a piacon
hétéves zér6-kupon kotvényekkel, noha lehet az az egyik baziselemiink. Igy elé6fordulhat,
hogy egyéb megfontolasokra és modszerekre is sziikségilink van a portfolié aranak megha-
tarozasahoz. Ebbdl az észrevételbél adododan persze az is elmondhato, hogy a kiértékelési
fiiggvényiink nem is feltétlen egyértelmu. A hétéves zérd-kupon kotvény példdjanal ma-
radva: ha nincs adott ara egy baziselemnek, akkor az azt értékel6 kiilonboz6 hozzaallasok
is eltér6 értékeket rendel(het)nek hozzd, igy végeredményben eltéré kiértékelési fiiggvényt
eredményez(het)nek.

Kiértékelési portfolio, sztochasztikus modell

A piackonzisztens értékelés masodik fazisa mar sztochasztikus haldlozasi tablaval dolgozik. Az
els6 fazisban determinisztikus tablat vettiink alapul, tehat 1ényegében nem foglalkoztunk az
aktudriusi kockdzattal, amit egy kapcsolddo biztositasi folyamat (példaul a tulélésszam)
sztochasztikaja okozott. Ebben a fazisban viszont mar ez a kockazat is szamitasba ve-
het6 azaltal, hogy a modelliink most mdr sztochasztikus mortalitasi tablara fog épiteni.

Mibdl fakad egyaltaldn a kockazat? Abbdl, hogy a halalozdsok immar nem determi-
nisztikusak, igy a hozzajuk kapcsol6dé pénzaramok sem lesznek azok. Ebben a fazisban
ugy fogunk egy portfoliot felirni, hogy annak alapja az el8z6 fazisban bevezetett replikalo
portfolio legyen: a mortalitasi tabla legjobb becslése determinisztikus tablat ad, és ez
alapjan felépithetd az el6z6 fazisban targyalt replikald portfélié. Ugyanakkor a most
jelen levé véletlenség miatt ezt a portfoliot kiegésziteni kényszeriiliink egyfajta plusz
biztonsagot add kockazati rahagydssal.

A determinisztikus modellhez hasonléan most is egy példan szemléltetjitk a modszert.
Akarcsak az els6 fazisban, a feladatunk ismét egy kiértékelési portfolio felallitasa lesz. A
vizsgalat alapjaul szolgald biztositds legyen ugyanaz, mint a korabban latott: a vegyesbiz-
tositas paraméterei mind megegyezdek az eldbb latottakkal, az egyediili eltérés az lesz,
hogy most miutan elindultunk az [, életben 1év6vel, mar engedjiik a tulélési folyamatot
sztochasztikusan tovébbfejlédni. (Igy tériink 4t determinisztikusrél a sztochasztikus
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mortalitasi tablara.) A kovetkezd években tehat a talélések véletlenszamok lesznek:
L,;, Ly, Ly, illetve hasonléan a haldlozési szamok is: Dy, Dy, Dy,
Ezeket figyelembe véve a masodik fazis ki- és befizetései az alabbiak (3. tablazat).

3. tablazat: A biztosito sztochasztikus halalozas melletti be- és kifizetései

t | cashflow | biztositasidij | halaleseti kifizetés | elérési kifizetés
40 | X*40=X40 -lao - 1T
41 X*4 Ly 10 Dao - max(I41, (1+0)1)
42 X*p Lap- 11 Da1 - max(la, (1+1)?)
43 X*p Dao - max (a3, (1+1)3) Laz- 143

Forrds: sajat szerkesztés
Felirhat¢ a replikalé vektor is a mér kordbban feléllitott bazisban (4. tablézat).

4. tablazat: A replikalo portfolio osszetétele sztochasztikus halalozas mellett

béziselem egységek szama
Z4o -lgo- 11
Za -Lay - 11
Za -Lap- 11
I Do+ Dar+ Daat Laz=lao
Put®(L, (1)) Dao
Put®(1, (1+i)?) Da1
Put®)(, (1+i)%) D4

Forrds: sajat szerkesztés

Latjuk, hogy most mar a replikald vektorunk elemei kozott véletlenszamok is megje-
lennek. Nyilvan ezzel 6nmagaban nem haladhatunk tovabb, elvégre nem replikalhatunk
véletlen mennyiségekkel. Ugyanakkor felirhatjuk, hogy milyen eltérés mutatkozik a
mostani és az el6z6 fazisbeli pénzaramok (és igy a replikald vektorok) kozott, vagyis
megprobalhatjuk valamelyest a mostani esetiinket visszavezetni az 1. és 2. tablazat
szerint korabban targyaltra.

Mik is pontosan ezek a pénzdrambeli eltérések? Irjuk fel a bazis alapjan! Tegyiik
meg ezt t=41-re, hiszen ez az elsé év, ahol kiilonbség mutatkozik a pénzaramok kozott!
Az eltérések:

o A biztositasi dijbol fakaddan: (I,;-Ly, ) - IT- Zy,.

o A haldleseti kifizetésbdl fakadodan: (D,y-d,,) - (I + Put® (I, (1+i)})).

o Ezen feliil értelemszertien a t=41-ben torténé véltozas a késébbi évekre tartott
portfoliot is felilirja, ezen portfélié megvaltozasat is meg kell adnunk. A t=42-re
vonatkozé kiértékelési portfoliot VaPo(X,,)-vel jelolve ez a differencia:

_VaPo(X42)
(Lar-lar) - —
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Hasonl6 elgondolassal adhatok meg a kovetkezd évekre vonatkozo eltérések is. Ezen
eltérések meghatarozzak a kockazatnak kitett portf6liét minden egyes év esetében, ami
alapjan a biztositd kockdzati tobbletet allapithat meg. A kockazati tobbletért elkért felar
természetesen fiigg a biztositd kiértékelésétdl. A kérdés, hogy a véletlen eltérésért ho-
gyan felarazunk, mdr az aktudriusi dijelveknél is el6keriilt. Ez alapvetden fligghet attdl,
hogy a kapcsolddd biztositasi folyamat miféle sztochasztikat kovet. A szdérasnégyzet,
illetve szdras elvek a megkovetelt felarat példaul a folyamat szérasnégyzetével, illetve
szOrasaval aranyositottak.

Mire jutottunk, hogyan valdsithaté meg a piackonzisztencia egy biztositasi
portfolio esetében? Els6képp a vonatkozo determinisztikus tabla szerint kell felallitanunk
a replikal6 portfoliot (VaPo(X)), amelyhez egy kiértékelési funkciondl (A fiiggvény)
segitségével ar rendelhetd. Ezt kovetGen meghatarozanddak a kiilonboz6 évekre vo-
natkozé kockazati portféliok, amelyek ugyancsak bearazhatok a biztosito altal hasznalt
kiértékelés segitségével.

Piac- és idOkonzisztens aktuariusi értékelések

Mindkét fogalom tisztazasat kovetSen lehetéségiink nyilik arra, hogy 6tvozziik
a kett6t, vagyis immar olyan értékelésekkel foglalkozzunk, amelyek egyszerre id6- és
piackonzisztensek. Mi hivja életre az elvarast, hogy egy értékelés egyarant teljesitse
a két kovetelményt?

Ahogy arr6l mar sz6 esett, manapsag sok olyan termék fordul el6 a biztositasi
piacon, amely aktudriusi és pénziigyi kockazatot egyarant magaban foglal, és mi
szeretnénk egy olyan eszkozt a keziinkben, amely kezelni tudja ezt a kockazatkettdst.

A pénziigyi termékek arazasanal mar hozzaszokhattunk ahhoz, hogy egyfajta di-
namikus kdrnyezetben értékeliink, vagyis a pénziigyi folyamat fejlddésdinamikajanak
leképezése mellett. Ez a dinamikus kornyezet maga utan vonja az idékonzisztenciat,
elvégre a pénziigyi termékek drazasakor természetesen adodik, hogy az ar ugyanaz,
ha ,,egybdl értékeliink”, mintha az id6horizontot felosztva értékelnénk pontrol pontra.
Adédik tehat az otlet, hogy a biztositasi termékekre is vigyiik at ezt a fajta dinamikus,
idékonzisztens logikat, terjessziik ki a mar ismert aktuariusi dijelveket id6konzisztens
moédon. Ha pedig ez megvan, agy a piackonzisztencia feltétele is konnyen atiiltethetévé
valik, vagyis végeredményben olyan értékeléseknél kotiink ki, amelyek egyarant id6-
és piackonzisztensek, és igy alkalmasak lesznek az aktuariusi és pénziigyi kockazatok
egyiittes kezelésére.

Antoon Pelsser és Mitja Stadje 2014-ben megjelent Time-Consistent and Mar-
ket-Consistent Evaluations cimi cikkében foglalkozik a kétféle konzisztencia ve-
gyitésével, egyiittes megkovetelésével. Az aktuariusi dijelvek kétiranyu kiterjesztése
kézenfekvd lehetéséget ad id6- és piackonzisztens értékelések felallitasara. A cikk
egyik fontos eredménye, hogy formalizdlja a mindkétféle konzisztenciaval rendelkez6
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értékeléseket. Ehhez els6képp definidlja az ugynevezett kétlépcsds piaci értékeléseket,
majd belatja, hogy megfelel$ kovetelmények teljestilése esetén az id6- és piackonzisz-
tens értékelések egybeesnek a kétlépcsés piaci értékelésekkel.

A cikk atfogé bemutatasara most nem kerill sor, mindossze arra szoritkozunk,
hogy egy kiemelkedGen fontos kovetkeztetését kozoljiik. Legtobbszor olyanok az
aktuariusi és pénziigyi kockdzatot egyarant tartalmazo szerzédéseink, hogy a két
kockazat egymastol fuggetleniil jelenik meg. Az aktudriusi kockazat a leendé kifize-
tések szamaval kapcsolatban meril fel, a pénziigyi pedig egyetlen konkrét kifizetés
nagysagara vonatkozoan, és ezek egymastol fiiggetlenek. Ilyenkor a kifizetés maga
is szorzatalakban irhato fel: yr - f(Sr), ahol yr az y biztositasi folyamat T-ben felvett
értéke (példaul a tulélok szama), ennyiszer koteles kifizetni a biztositd a széban forgo
pénziigyi instrumentumot, f(S;) pedig egy darab kifizetend6 pénziigyi instrumentum
T-beli értéke. Ekkor a cikk eredményének megfelelden a kétlépcsds értékelés formulaja
alapjan a portfolio értékelése meg fog egyezni yr kiértékelési értékének és az f (Sq)
replikalasi értékének szorzataval.

I Az aktuariusi és pénziigyi kockazat egymastol
fiiggetleniil jelenik meg.

Nézziink is meg egy egyszer(i példat a konnyebb megérthetdség kedvéért! Vallalja azt
a biztosito, hogy az allomany taléldinek (meghatarozott tartam mellett) fizeti egyenként
elérési kifizetésként 1000 R részvény arat! Ekkor egyrészt araznia kell a szdban forgo
pénziigyi instrumentumo(ka)t, jelen esetben egy fére az 1000 R részvényt, ami most
replikalds okan értelemszertien megegyezik az 1000 R részvény aktualis araval. Mas-
részt sziikséges kiértékelnie y; -t: ez egy el6re megvalasztott technika alapjan torténik,
példaul a szorasnégyzet vagy szoras elv idékonzisztens kiterjesztése szerint. A portfélid
értékelése meg fog egyezni ezen két értéknek (tehat £(S,) replikdlasi értékének és y;
kiértékelési értékének) a szorzataval.

Elméleti eredményeink alkalmazasa

Alkalmazzuk elméleti eredményeinket! Két konkrét példat néziink most meg,
hogy lathassuk, a bevezetett modszer miképp alkalmazhaté a gyakorlatban biztositasi
szerz6dések arazasara. (A példak hangsulyozottan egyszertsitett példak lesznek, és a
kifizetések nagysagrendje sem felel meg a valésdgnak, mindazonaltal ezek alkalmasak
arra, hogy rajtuk a modszer szemléltethet legyen.) Az elére kivalasztott technika, mellyel
a biztositasi folyamatok kockazatat fogjuk értékelni, legyen a szorés elv, a kapcsolodo
biztositasi folyamatok pedig kovessenek geometriai Brown-mozgast. Természetesen mas
elvvel is értékelhetnénk, és a biztositdsi folyamatok is lehetnének eltéré dinamikdjuak,
de most els6sorban a kétlépcsds piaci értékelés mint mdédszer bemutatasa a cél, ehhez
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pedig elegendd ezek tanulmdanyozasa. Mas elv, illetve mds dinamika valasztasaval a
képleteink értelemszertien modosulni fognak.

A biztositasi folyamat geometriai Brown-mozgas, tehat az alabbi alaku:

dy(t)=a-y(t)dt +b-y(t) dW(t),
specialisan legyen y(0)=10000, illetve a=-0,02, b=0,015, vagyis:
dy(t)=-0,02-y(t)dt +0,0015-y(t) dW(t).

A széras elv dijparaméterének =0,2-t valasztjuk. Ezekben a példdkban 0 a kezd6

idépontunk, erre vonatkozdan fogunk értékelni.

Els6 példa: Az el6z6ben felvazolt példahoz hasonldan vallalja a biztosito, hogy elérési kifi-
zetésként 10 éves tartam (T=10) mellett minden tilélének 1000 I index arat tériti (I tetszoleges
index). Ekkor a korabbi 6sszefiiggés alapjan a biztosit6 altal meghatarozott portfolidérték az y
biztositasi folyamat kiértékelésének és az 1000 I replikalasi értékének szorzataval fog megegyezni.

o Az iddékonzisztens arazas alapjan y szords elvvel torténd kiértékelése:

7 (0,9)=FE* [y(10)] y(0)=10000],

ahol E® a modositott y-folyamat szerinti varhatd értéket jeldli, vagyis azt, amelynél:

dy(t)=(a(t,y(t)£pb(t,y(t))dt +b(ty(t)dW(1)

(Esetiinkben egy derivalt vizsgalatabol kovetkezik, hogy a megjelend eldjel + lesz.

Részletes magyarazatra most nem tériink ki.) Ebb6l: ES [y(10)| y(0)=10000]=

=y, e@F10=10000-¢ 002020015110~ 1 0000-0,8437=8437.

o Az 1000 I index kiértékelése (legyen a 0-beni ar ¢;): 1000-c;.

Az egész portfolio kiértékelése ezek szorzata: 8437-1000-c;-

Lathatjuk, hogy a biztosit6 ugy kezelte a portféliot, mintha 8437 életben maraddval kal-
kulélna, melyek mindegyikének 1000 - ¢; kifizetéssel tartozna. Valdjaban a tlélék varhatd
értéke nem 8437, hanem 10000-¢*%*1°=10000-0,8187=8187. A két érték killonbozete a szOras
elv id6konzisztens kiterjesztése altal adott kockazati rahagyasbol adodik. Ennek gyakorlati
jelentdsége, hogy a biztositd hedzseléskor nem 8187 fére vasarolhat meg egyenként 1000 db
Iindexet, hanem a kockdzat menedzselése érdekében 8437 fore.

Masodik példa: Az els6 példa kiegészitéseként a biztositd azt vallalja, hogy elérési
kifizetésként 10 éves tartam (T=10) mellett minden tulélének 1000 I index arat fizeti,
most azonban raadasul hozamgaranciat is véllal, évi i szazalékot. Minden egyéb feltevé-
stink megegyezik az elsé példaban latottal. Mennyire értékeli a biztositd ezt a portféliot?

Most f(S,0)=1000-max(I,,(1+i)"°). Ennek replikaldsa: 1000-(I+Put® (I, (1+i))).
I'index dra 0-ban c;, a rd vonatkozé put opci6é pedig p9, . 10. Ekkor egy darab inst-
rumentum értékelése ¢+ p)9, .o lesz, igy 1000-€: 1000-(c,+ po, . 10)-

Innen az egész portfolié kiértékelése (y-t mar kiértékeltiik az el6z6 példaban
a szoras elv id6konzisztens kiterjesztése alapjan): 8437-1000 -(c+ p/9, . 10)-
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Ezzel két egyszert példan keresztiil illusztraltuk, hogy miképpen alkalmazandé a
bevezetett modszertan. Még egyszer: az egyiittesen megjelend aktudriusi és pénziigyi
kockazatok fair értékelését kivantuk lehetévé tenni aktuariusi dijelvek piac- és id6-
konzisztens kiterjesztésével. A vonatkozd irodalom mélyrehaté feldolgozasa itt nem
tortént meg, csupan egy kiemelkedéen fontos eredményével foglalkoztunk, miszerint
abban a specialis esetben, mikor a kétféle kockazattipus egymastol fiiggetleniil jelenik
és yr kiértékelési értékének szorzataként fog adddni. Két példa megoldasan keresztiil
mutattuk be, hogy ez a gyakorlatban milyen format 6lthet.

Koztes idépontok a piac- és idékonzisztens aktuariusi értékelésekben

Az eléz6ekben bevezettiik, hogy mit értiink piac- és idékonzisztens aktuariusi értékelések
alatt. Ezek az értékelések mar alkalmasak arra, hogy egy biztositasi portfolioban megjelend
aktuariusi és pénztigyi kockazatot egytittesen kezeljenek. Milyen egyéb el6ny6s tulajdonsaggal
rendelkeznek emellett?

Vegyiik észre, hogy ezek a kiértékelések nem pusztan 0-ban adnak értéket, hanem tetszo-
leges bels6 helyen felirhat6ak, ahol rendelkeziink informaciéval (példaul olyan pontokban,
ahol a biztositasi folyamat aktualis értéke ismertté valik): a t€[0, T] értékelésnél t-re vonatkozé
feltételt véve kell araznunk.

A portfolié tehat a biztositasi folyamatot kovetve tjraértékelhetd koztes pontokban, az
yjonnan rendelkezésre allo informdciok ismeretében. Elsé példanknal maradva tegyiik
fel, hogy a biztosité a mar felirt sztochasztikus folyamatbdl indult ki. Az els6 év végén
ismertté valik a tulélésszam, ami 9900. A biztosit6 elGzetes feltevése alapjan ezzel szemben
10000-¢%%*1==10000-0,9802=9802 varhaté tulélovel szamolt. Mit tehet ekkor? Ujraér—
tékelheti a portfoliot t=1-re vonatkozo feltételes értékeket véve (a korabban megjelent
E* [y(10)| y(0)=10000] szorzot E * [y(10)| y(1)=9900]-re cserélvén).

Ezen ujrakalkulalasnak gyakorlati jelentésége is van. Nyomatékositanunk kell, hogy a
bevezetett piac- és idSkonzisztens értékelések modszere mar erésen épit a hedzselés elvére. A
kifizetés replikdlasanak felirasa megfelel annak, mintha indulaskor lefedeznénk portfélionkat.
Az els6 példankbdl kiindulva a kiértékelés megfelel annak, mintha induldskor megvasarol-
nank 8437 fére egyenként 1000 db I indexet. Mi torténik t=1-ben? Mddosul(hat)
nak a varakozasaink, és ez a gondolat gyakorlati jelentdséggel is bir. Amennyiben
mar més talélészammal kell kalkulalnunk, ugy hedzselési stratégiankat is ahhoz
kell igazitanunk. Esetiinkben: t=0-ban ES [y(10)| y(0)=10000]-re kalkulalva irtuk fel
arazasunk, t=1-ben viszont mar E * [y(10)| y(1)=9900]-re. A kiilénbozetnek megfe-
lel6 mennyiségben tehat I indexet kell tartanunk, hogy a t=1-beli értékeléstinkkel
6sszhangban maradjunk.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy az id6- és piackonzisztens értékelések lehetdséget tudnak
biztositani arra, hogy a biztositd a [0, T] intervallum bels6 pontjaiban is reagalhasson a kap-
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csolddo biztositasi folyamat alakulasara. Ha példaul valamely koztes id6pontban azt tapasztalja,
hogy joval tobb tulélére szamithat, mint azt az el6zetes szamitdsai implikaltak, akkor annak
megfelel6en tudja igazitani replikdld portfoliojat.

Utodsz6, osszefoglalas

[rasom célja az volt, hogy betekintést adjak, miképp lehet olyan értékeléseket felalli-
tani, melyek fair médon képesek értékelni biztositasi kotelezettségeket, igy az azokban
felmeriilé aktudriusi és pénziigyi kockazatot tudjak egytittesen kezelni. Egy lehetséges
értékelési mddszert nyerhettiink a hagyomanyos aktuariusi dijelvek id6- és piackonzisztens
kiterjesztésébol. A kiterjesztést elobb idokonzisztens, majd piackonzisztens médon alkal-
maztuk, ekdzben megismerkedtiink mindkétfajta konzisztencia jelentésével. Végiil a kett6t
Osszefogva mar olyan értékeléseket lehetett formalizalni, melyek mindkét konzisztenciat
egyszerre elégitik ki. Ezek mar alkalmasak a kockazatkettds kezelésére és fair értékelésére.

Az elméleti megalapozashoz tobb forrasbdl is hasznaltam fel vonatkozé irodalmat.
Emellett két példan szemléltettem a piac- és id6konzisztens értékelések alkalmazasat,
illusztralva ezzel, hogyan hasznalhatok megkozelitéseink konkrét biztositdsi szituaciokban.
Végiil kitértem arra, hogy a bevezetett médszertink milyen, biztositék szamara rendkiviil
hasznos gyakorlati jelentdséggel bir. A gondolat, hogy a tartam ideje alatt, koztes idépon-
tokban is reagalni lehessen egy biztositasi folyamat alakuldsara, a klasszikus aktudriusi
arazasi elvekben rendszerint nem jelent meg, a bevezetett piac- és id6konzisztens értéke-
lésekben viszont mar igen. Ez utdbbi azt is aldtamasztja, hogy valdban van létjogosultsidga
a megismertetett mddszereink tanulmanyozasanak és biztositoi alkalmazasanak.
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