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Az utdbbi két évszazad folyaman a Fold lakossaganak halanddsaga fokozatosan csokken,
aminek eredményeként a varhato élettartam koriilbeliil kétszeresére nétt. Az emberek no-
vekvé élethosszanak koszonhetden bekovetkezd gazdasagi és szocidlis hatdsok vizsgalata
tobb teriileten is kiemelked6 fontossagu. Példaul a nyugdijrendszerrel, nyugdijbiztositasok-
kal és életbiztositasokkal kapcsolatos szamitasok jelentés része halalozasi aranyszamokon
alapul. Ezeknek az intézményeknek elengedhetetlen a hosszu élet kockazatat megfeleléen
felmérni és kezelni, hiszen a lakossag egyre nagyobb hanyada él kiemelked6en magas, akar
110 év feletti korig. A cikkben egy olyan haland6sagi modellt mutatok be, amely képes egy
lakossag halandésaganak dinamikajat jol leirni és elére jelezni multbeli adatok alapjan. A
publikacié alapjaul az a BCE-ELTE koz0s Biztositasi és Pénziigyi Matematika mesterszakan
irt szakdolgozatom és a Széchenyi Istvan Egyetemen végzett EFOP-3.6.2-16-2017-00015
szamu projektmunka szolgalt. A szakdolgozat alapjan a szerzének itélte a MAT a Biztosi-
tasmatematika Ifji Mestere dijat.

SUMMARY

Over the last two centuries, the mortality of Earth’s population has gradually declined
and as a result life expectancy has roughly doubled. Examining the economic and social
impacts associated with people’s increasing life expectancy is of paramount importan-
ce in multiple areas. For example, several calculations related to the pension system,
pension insurance and life insurance are based on mortality rates. It is essential for these
institutions to assess and manage longevity risks properly, as increasing proportion of
the population lives until an exceptionally high age. In this article, I present a mortality
model that is able to well describe and predict the dynamics of a population’s mortality
based on past data. The publication is based on my thesis written in the Master's program
‘Actuarial and Financial Mathematics’ of E6tvds Lorand University and the project work
at Széchenyi Istvan University (EFOP-3.6.2-16-2017-00015). Based on the dissertation
the MAT awarded the author the Young Master of Acuarial Award.
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Varhato halandosag becslése

Az élet- és nyugdijbiztositasok esetén kozponti téma a lakossag varhaté halandésa-
ganak becslése és elorejelzése. A biztositok a megfeleld halanddsagi ratak hasznalataval
egyrészt a lehetd legpontosabb dijkalkulaciora, tovabba a jovébeli varhatd kotelezettségeik
felmérésére torekednek. A cikk elsé részében egy kézenfekvé becslést végziink az elmult
évek halanddsagi adatai alapjan tobb orszag mortalitasanak alakuldsara. Feltételezve,
hogy valamely lakossag esetén rendelkezésiinkre allnak adatok az elmult n évbél az
elhunytak és megfigyeltek létszamara 1-100 éves korig minden életkorra, vezessiik be az
alabbi jeloléseket: jelolje rendre N' és D' a j-edik évben és i-edik életkorban a megfigyeltek
és a halottak szdmat. Megjegyzendd, hogy N' nem feltétlen egész szim, ugyanis ha egy ¢
éves személy sziiletésnapja év kozben lesz, akkor az év els6 tortrészét N' -hez, a mdsodikat
N, -hez szédmoljuk. A tényleges haldlozasi ratdkat egy adott életkorra és évre az alabbi
hanyadosaként kaphatjuk meg: i Dij

7 =L,
l N{

Ezek alapjan hatarozzuk meg n évre az atlagos halanddsagi ratakat koronként, és azok
segitségével jelezziik elére a kovetkezd évek halanddsagat.
J
) -
Tehdtlegyen J=1yi
Ty =—

Ekkor N, “darab” i éves megfigyelt személy esetén az elhunytak becsiilt szdma:

Ei =Fi XNi.

A valés adatokon valo becslésnél az atlagos rata szamolasara 10 év adatait tekintet-
titk. Az adatok forrdsa a Human Mortality Database !* volt, ahonnan a Magyarorszagra,
Svédorszagra, az USA-ra, Japanra és az Egyesiilt Kirdlysagra vonatkozé adatokat kértiik
le a 2006-2015 kozti évekre. Az el6rejelzéseket a 2016-0s és 2017-es évre végeztiik (illetve
ahol rendelkezésre allt 2018-as adat, ott arra is). A 10 éves atlagos rataval elére jelezve a
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kovetkez6 évek halanddsagat, azt tapasztaljuk, hogy jellemz8en felitlbecsiiljitk az elhunytak
valds szamat. Az 1. abran az elhunytak becsiilt és valds szamat szemléltetjiik kiilonb6z6
orszagok esetén:

1.abra: Elhunytak becsiilt és valos szama orszagonként
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A tulbecslés magyarazata a halanddsag javulasa lehet: arra szamitunk, hogy a vizsgalt
évek, illetve évtized alatt az egészségiigy altalanos javulasa, a lakossag tudatosabb és egész-
ségesebb életvitele jobb mortalitast eredményez, barmely orszagot vizsgaljuk. Az egyetlen
kivétel az USA kozépkort lakossdga, ahol nem becsiiltiik f61é a halanddsagot. Ennek oka
lehet, hogy a 2010-es évek eleje 6ta az Egyesiilt Allamokban és az Egyesiilt Kirdlysagban
is megallt vagy lelassult a halanddsag javuldsa, kiilondsen a munkasréteg korében ([10][11]
[14]). Az el6bbiekben alkalmazott egyszer(i becslés egyik hibaja az, hogy a mortalitas id6-
beli alakulasat gyakorlatilag nem tudja kezelni és el6re jelezni. Tovabba elképzelhet6 az is,
hogy egy-egy évben kiugrasszertien valtoznak a halanddsagi mutatéi egy orszagnak. Erre
jo példa lehet akar egy a megszokottnal sulyosabb jarvany (példaul a Covid 19 napjainkban)
vagy a nép egészségiigyét és egészségi helyzetét érint6 kormanyzati intézkedés. Ha egy ilyen
évet is szamitdsba vesziink, akkor az a figyelembe vett évek szamatdl fiiggden torzithat az
atlagos halanddsagi ratak meghatarozasakor, ezaltal pontatlan becslésre vezetve. Felmeriil
tehat az igény egy olyan halandésagi modell alkalmazasara, amely a mortalitast és annak
tobb év tavlataban torténé alakuldsat hatékonyabban kezeli. Az ilyen célokra alkalmazott
modellek kozil megemlitendGek a Lee-Carter [1992] és a Cairns-Blake-Dowd [2006] mo-
dellek. A szakdolgozat tovabbi fejezeteiben azonban egy ezekt6l kiilonb6zé modell keriil
bemutatasra és kiegészitésre, amely alkalmas a halanddsédgnak és valtozasanak leirdsara.

Egészségallapot fiiggvény
Az egészségi allapot alakulasanak modellezése

A mortalitassal szorosan 6sszefiiggd fogalom az egészségi allapot, ugyanakkor ennek
mérése ritkabban alkalmazott eszkdz a biztositasban, az egészségtudomanyokban és a
demografidban. Ennek oka az lehet, hogy a mortalitas egy jol meghatarozott fogalom,
amely precizen szamolhato adott korcsoportokra az elhunytak és az él6k szamabdl. Ezzel
szemben a lakossag vagy akar az egyén egészségi allapotanak szamszer(i meghatarozasa
nem mérhetd ennyire egyszertien. Bar a mindennapi koznyelv része, a felmérésekkel és
kérddivekkel szerzett adatok bizonytalansaga és inkonzisztenciaja nem igazan ad lehet6-
séget modellezésre az egyén szintjén. Ugyanakkor ez nem is sziikségszert, hiszen most az
elsédleges célunk a lakossag egészére definialni és meghatarozni egy aggregalt egészségi
allapotot. A cikkben egy lehetséges modellt és annak médositasat, tovabbfejlesztését mutat-
juk be a halanddsag becslésére az egészségi allapot hasznalataval. Egy személy élete soran
az egészségi dllapota idében jellemz6en romlik, és gyakori, hirtelen valtozasok vannak
benne. Emiatt matematikailag formalizalva tekintsiik egy id6ben folytonos sztochasztikus
folyamatnak, amelyet jel6ljon S=(S(t),t>0) az id6 fiiggvényében. A halanddsag modellezése
szempontjabol azt feltételezziik, hogy a halal akkor kovetkezik be, ha az egészségi allapot
kelléen nagy mértékben lecsokken, ellenben ha az magasabb szinten marad, akkor életben
van az egyén. A halal bekovetkeztének idejét definialjuk ugy, hogy az a pillanat, amikor az
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egészségallapot fiiggvény egy bizonyos a szint ala csokken eldszor. Tehat tulajdonképpen
a sztochasztikus folyamat egy bizonyos szint elérési ideje. Tegyiik fel, hogy sziiletéskor az
egyén S(0) "kezdeti értékkel” kezd és az évek sordn az egészségi allapotot leird folyamat
fejlédése megadhatd a kovetkezd sztochasztikus differencidl egyenlettel:

ds(t)=u(S,)dt+o(S,)dW(t)
Janssen és Skiadas modelljében" a kovetkezd egyszerisitéseket valasztja:

u(S,)=u(0),0(S,t)=0(t)

ahol tehdat S(t) a sztochasztikus folyamat értéke a t id6 fiiggvényében, u(t) a drift
egyitthato, o(t) a szérasparaméter és W(t) a standard Wiener-folyamat. Vagyis a folyamat
egy Ito-folyamat, adott kezdeti értékkel:
t t

S) =S0) + J;) u(s)ds + L o (s)dW(s)

Az emlitett egyszertsitések magukkal vonnak nem kézenfekvd jellegzetességeket is.
Példaul azt varnank, hogy egy stlyosabb betegség utan valtozékonyabb az egészségalla-
pot, ugyanis a beteg kigyogyulhat, de akar tovabbi szovédményei is lehetnek. Vagyis a
szorasparaméter az egészségi szinttdl is fligghetne. Ahogy azonban a késGbbiekben latni
fogjuk, igy is sikeriilt pontos illeszkedést elérni a modellel.

A halaleset bekovetkezési idejének eloszlasa

A kovetkez6 részben egy kozelitést adunk a halaleset bekovetkezési idejének eloszla-
sara. Tovabba definialasra keriil az "egészségallapot fiiggvény", amely populdcids szinten
hivatott jellemezni az egészségi allapotot. Ehhez az S-hez tartoz6 "atmenet” eloszlasfiigg-
vényt jelolje P, azaz

P(x,t;z,7) = P[S(t) < x|S(7) = z],

ahol 7<t,x,2>0. Jelolje az atmeneti stirtiségfliggvényt (bizonyos regularitasi feltételek
mellett ilyen 1étezik): p(x,t;z,t)=0/0x P(x,t;z;1). Erre teljesiil a Chapman-Kolmogorov egyenlet:

p(So, to, S, t) =f p(So. to,y,s)p(y,s,S(t), t)dy,

ahollegyen p(S,£:5(2),t)=6(S()-S,) és & a Dirac-delta fiiggvény. A Chapman-Kolmogorov
egyenldség azt fogja meg, hogy a kiindulé £, idébél és S, értékbdl a folyamat a t,S, kettdsbe a
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lehetséges y értékek egyikén keresztiil keriil [5]. Folytonos idejti sztochasztikus folyamatok
esetén a Chapman-Kolmogorov egyenlet a Fokker-Planck egyenletre redukalodik ([6]):

op(S,t op(S,t) 1 op(S,t
P = ) T 4 S lep B,

Ahhoz, hogy az egyenletnek egyetlen megoldasa legyen, a kovetkezd hatarfeltételeket
hasznaljuk:

P(S(V), to; So,to) = 8(S(t) —So)

ap(S(t), tO; SOI t)
as(t)

- 0,haS(t) » +

Az egyenlet megoldasa karakterisztikus fiiggvények segitségével torténik, azaz legyen
P(s,t) = f p (S, t; Sy, tg)exp(isS)dS.

A szakdolgozatban [13] megtalalhatd a részletes bizonyitas, amit jelen cikkben kiha-
gyunk. Réviden dsszefoglalva, az el§z6 karakterisztikus fiiggvényrdl parcialis integralas
segitségével megmutathatd, hogy egy normalis eloszldshoz tartozik. Mégpedig a normalis
eloszlas varhato értéke S +/*,, i su(u)du, szérasa [, o(u)’ du. Tehét a szoban forgd egyenlet
megoldasa:

[S — So = J;, 1 (s)ds]?

p(S,t; So, ) =
o thtoa(s)zds

Texp[—
[27 [} o (s)%ds]2

Ennek az atmeneti stirtiségfiiggvénynek a segitségével hatdrozzuk meg az eredeti
célunkat, vagyis a halaleset idejének eloszldsat. Ehhez azonban tovébbi egyszertsités-
ként tegyiik fel el6bb, hogy a folyamat szorasparamétere konstans, azaz a(t)=0. Ekkor az
atmeneti stiriiségfiiggvény a kovetkezéképpen irhato le:

[S —So — J u(s)ds]?
20%(t — ty)

1
p(S, & So, tg) = ——exp[—
[2mo?(t — to)]?

A halal bekovetkeztét az S folyamat egy bizonyos a szintelérési idejeként definialtuk,
amit jeloljon T, azaz T=inf(t:S(t)<a) . Azaz a feladat T striiségfiiggvényének meghataro-
zdsa f <t -re:

d
g(a,t; S, t0) = EPT{T <t}
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Az adott S, kiinduldsi pontbdl az « szint elérési idejének striségfiiggvénye linedris
drift és konstans szoras esetén:

e — Sol

5 S0, t0) =
9(a o to) t— to

p(S, t; So, to)

Janssen és Skiadas ennek segitségével kozeliti az elérési id6 striiségfiiggvényét, igy
behelyettesitve az atmeneti siirtiségfiiggvényt az el6bbi kifejezésbe:

t

|a—=So| [a_so—fto K(s)ds)?

a,t; Sy, t)) =—————exp[—>——
9( or to) [27ra'2(t—to)3]% vl 202 (t—tg)

Az S sztochasztikus folyamat az egészségi allapotot az egyén szintjén jellemzi. Ahhoz,
hogy a teljes populacio egészére jellemz6 mennyiséget kapjunk, ezeknek egy aggregacio-
jara van sziikségiink. Jeloljiik ezt a folyamatot H-val, és definidljuk az S folyamat varhato
értékeként minden t idépontban:

L
H(®) =E(S(t)) =So + f u(s)ds
to

Ezt a H(t) fuggvényt nevezzik "egészségallapot fiiggvénynek". Egy mésik kozelitési
mddszer, amit haszndlnak, az igynevezett "tangent approximation”. Eszerint S kiinduldsi
érték, a=0 elérési szint és t =0 esetén az elérési id6 siirliségfiiggvényét a kovetkezdképpen
kozelitjiik:

|H(t) — tH' ()]

g(0,t;5,0) = fp(o, t;Sp,0) =

CH® - tH©] | HE?
= Ve OPC 20

)

A Skiadas-féle modell
Az egészségallapot fiiggvény paraméterezése

Az el3z6 részben bevezetésre keriilt az egyén egészségi allapotanak alakulasat leird S
sztochasztikus folyamat a kovetkezoképpen:

AS()=p(t)dt+odW(t)

ahol y és o fejezi ki az infinitezimalis atlagos valtozasat és variancidjat az egészség-
allapotnak.
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A H(t) egészségallapot fiiggvényt az S folyamat varhatd értékeként definidltuk:

H(t) = ES(t) = S(0) + f ty (s)ds

to

Az egészségtiiggvény H(t) és u(t) kozti kapcsolat masképp felirva:

_9H(t)

u(@) T

Vagyis ha u(t) fiiggvényt megadjuk analitikusan, akkor a H(t) egyszertien megkap-
hat beldle. Azt feltételezziik, hogy az egészségallapot sziiletés utan jellemzden gyorsan
javul, majd enyhil ez a javulas, végiil egy bizonyos kor utan az egészségi allapot elkezd
elromlani. Ennek megfelel6en p(t)-nek az emberi élettartam két elkiilonil id6szakat kell
jol jellemeznie. Az elsé idészakra vonatkozzon az u=u(1/V't) fiiggvény, amelynek gyorsan
csokkendnek és pozitivnak kell lennie az idében, utalva a sziiletés utani lassuld titemd
fejlédésre. A masodik iddszakot leiré v=v(t) fiiggvény pedig az el6szor fokozatosan javulo,
majd romlé egészségi allapotot kell megfogja a teljes élettartamra. Ezen meggondoldsok
nyomadn egy lehetséges parametrizalasa u(t)-nek:

1
u® = u(ﬁ) +v(),

1 15b
el "R =2

v(t) = 2a,t + 3a,t? + 4a,t?

Tehat ezzel a kozelitéssel élve és feltéve, hogy ¢ =1 és S =0, kapjuk a kovetkez6t:

t
H(t) = E[S(t)] = f U (s)ds = a;t? + ayt® + azt* + b\t — ¢
0

ahol c=a +a +a +b,. A 2. dbrdn rogzitett a, és a paraméterek mellett, kiilonb6z6 b -k
esetén abrazoltuk a H(t) fiiggvényt. Tetszélegesen lettek megvélasztva a paraméterek:
011:—10'2,c12:10’3,a3:—10’4 és a=-4.4.
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2. abra:

Egészségallapot figgvény alakulasa
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Forrds: sajat készités
A 3. dbrdn pedig a b=5 esetben H(t) és u(t) lathato:
3. abra:
H(t) és p(t) alakulasa
19 mu(t)
—H(y

14
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-6
Kor

Forrds: sajdt készités

A halal idejének eloszlasat megad6 formulaba behelyettesitve H(t)-t:

| [“TJ;C — (by + aytVE + aut?VE + ast VD2
g(o' t; SO' 0) . k mexp(_ 20_2 )

ahol c=a +a,+a +b, tovibbra is és k egy normalizal6 konstans, amely az alabbi formulabol

kaphaté meg:
f g@s)ds=1
0
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Lathato, hogy ha minden paramétert elosztunk o-val, akkor ugyanazt a kifejezést kapjuk
a stiriségfiiggvényre, ezért feltehetjiik, hogy o=I. A 4. abran a korabban abrazolt egész-
ségfiiggvényekhez tartozo stiriségfiiggvényeket dbrazoltuk (csak a b,=4 és b =5 eset):

4, abra:

v

Eletkoreloszlas s(iriiségfiiggvénye

0,06
; ——b=5
—b=4

0,045

glt)

0,03

0,015

0 S
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Kor

Forrds: sajat készités

A cikk soran a modell valés adatokra torténd illesztése és a paraméterek meghatarozasa
késibb lesz részletezve. Eloljaroban megemlithetd, hogy az illeszkedés pontos volt, azonban
célunk, hogy csokkentsiik a paraméterek szamat. Ezaltal konnyebben 6ssze lehetne hasonlitani
mas egyszer(ibb modellekkel, amelyek paraméterszama nem kiilonbézik nagymértékben.
Masfeldl ez a modell kezeli a teljes emberi élettartamot, beleértve a csecsemdkori halanddsagot
is, amit az egyszertibb modellek hasznalatéval jellemzdéen kevésbé lehet. Ezért bemutatjuk
H(t) egy masik lehetséges paraméterezését, amelyben a paraméterek szama mar kevesebb lesz,
ugyanakkor nem lesz alkalmas a fiatalkori egészségi allapot és mortalitds jellemzésére. Azt
vehetjiik észre, hogy a H(t) korabbi paraméterezésénél a fiiggvény csokkenését leginkabb a na-
gyobb kitevds tagok befolyasoljak, ezért egy pontos kozelités lehetne a kovetkezd paraméterezés:

H(t)=c-(It)’

ahol /,c és b pozitiv paraméterek. A b paraméter pozitivitasa garantalja, hogy H(t)
egy csokkend fiiggvény (és b-ben csokkend). A ¢ paraméter az egészségallapot fliggvény
kiinduldsi szintje t=0-ban. A haldl bekovetkeztére definialt a szintet tekinthetjiik 0-nak,
ugyanis ha §(0)-bol indulva a-t kell elérni, akkor az ugyanaz, mintha a c=|S(0)-|-bdl in-
dulva a 0 szintet kellene. Az igy definialt egészségallapot fiiggvénnyel kifejezve a haldleset
eloszlasanak strtiségfiiggvénye:

lc+ (b — DD a (c— (1"

0,t:c,0) =
g(0,t,¢,0) o exp o )
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Az 5-6. abrak kozil az elsén az Gj paraméterezéssel felirt egészségallapot fiiggvénye-
ket abrazoljuk kiilonboz8 b paraméterek esetén, rogzitett c és [ paraméter mellett (c=15
és [=0.03). A masodikon pedig az ezekhez tartozé g stirliségfiiggvényei a 0 szint elérési
idejének.

5. abra:
Egészségallapot figgvény alakulasa

16 —h=5
b . — =
14 b=4
b=3
12

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55460 6§ 70 75 80 85 90

Forrds: sajat készités

6. abra:
Eletkoreloszlas siirségfiiggvénye

— =5

0,08
. [y =4}
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Forrds: sajat készités

41
45
49
53
57
61
65
69
73
77
81
85
89
93
97
101
105
109

Paraméterbecslés

To6bb lehetséges paraméterezés utan most ratérnénk a paraméterek becslésének le-
hetséges modszereire. Tegyiik fel, hogy a rendelkezésiinkre allé halanddsagi tabldban
szerepelnek minden életkorra (0-110 év), hogy hanyan hunytak el, és mennyien voltak
megfigyelve. Ebbol szamolhato a halaleset bekovetkezési idejének tapasztalati eloszlasa,
amihez vezessiik be a kovetkezd jelolést: y =P(x<T<x+1I), ahol T az élettartamot jel6li.
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Janssen és Skiadas a kovetkezéképpen becsiili ezek segitségével a paramétereket. A j
éves kori halaleset valoszintiségét kozelitsiik ugy, hogy a g stirtiségfiiggvényt tekintsiik
allandénak az adott életkornak megfelel6 szakaszon, igy P(x<T<x+1)=g(j). Ekkor pedig
keresstik azokat a paramétereket, amelyekre a tapasztalati és a becsiilt valoszintiségek
kozti négyzetes eltérés minimalis, azaz a masodik paraméterezést tekintve:

b — AL — (15?2
min(y; — g(j))? = min(y; (e Gl an( D (= gtt) e

Az optimalis paraméterek meghatarozasa iterativ modszerrel tortént. Egy masik le-
hetdség, hogy ha vannak megfigyeléseink a j életkorban [, megfigyelt le¢lt évek szamat és
aj életkorban meghaltak d; szimit illet6en, akkor maximum-likelihood becslést adunk

a paraméterekre:
Jmax l d: 1:—d;
L=| | (J)p_J(l_p,)J j
j=jo \&j/ " !

ahol [;a megfigyelt le¢lt évek szama a j-edik életkorban, d, a megfigyelt haldlesetek szdma
aj-edik évben és p. a halalozdsi valoszintiség a j-edik évben. A p, valoszintiségek becslése
viszont nem trivialis, a tobb lehetséges szamolds kozill a legkevésbé szamitdsigényeset
szeretnénk alkalmazni. Tegyiik fel, hogy j az els6 vizsgalt életkor (nem feltétlen célunk
sziiletéstdl modellezni a halanddsagot). Ekkor annak a val6szintisége, hogy j, évesen
veszti valaki életét, kozelithetd g; )-vel és a likelihood a kévetkezé forméban is felirhaté:
=it (ﬁgmdf) (L= gUo) - =g max)) o~~~
d;! Uy —djy—..—d; !

J=Jo

A likelihoodban szerepl6 szorzé tag a jobb oldalon azokra vonatkozik, akik nem halnak
meg j kor eldtt, hanem tovabb élnek. Ekkor logaritmalds utan kapjuk a loglikelihood
Jmax
L=konst + > djlog(g() + (G, = djy =+ ~dmax)l0g (1 = g(o)=- =9 (max))
J=Jo
figgényt:
Ezt maximalizalva kaphatunk becsléseket a paraméterekre. A maximalizalds ebben
az esetben is iterativ modszerekkel térténhet.

A modell illesztése valos adatokra

A kovetkez6kben a brit lakossag 2000-es adatait hasznaljuk, kiilon becstiljiik a néi és férfi
halandésagot, és dsszehasonlitjuk azokat. El6szor tekintsiik az elsé parametrizalt egészségtiigg-
vényt, azaz amikor

H(t)=a, t’+a,t’+a, t*+b, Vi-c
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ahol c=a +a,+a +b,. Tovibbd a paraméterek becslését most az eldz8 fejezetben taglalt
Skiadas és Janssen-féle négyzetes eltérés minimalizalasaval tessziik meg. A 7-8. abrakon
lathato a valos és a becsiilt eloszlas illeszkedése.

7. abra: i
Eletkoreloszlas az Egyesiilt Kiralysagban - 2000, Férfi

004 . —becsiit
*  Valés

Halélozési rita
=

.

60
Eletkor

Forrds: sajat készités
8. dbra:

Eletkoreloszlas az Egyestilt Kirdlysagban - 2000, N6k

—becsiilt
*  Valés

Haldlozési rita

Eletkor

Forrds: sajat készités

Eszrevehetd, hogy a modell képes kezelni a csecsemékori halandésdgot valamilyen
szinten. Megjegyzendd, hogy a kapott paraméterek nagymértékben fliggtek az iterativ
algoritmusnak megadott kiindulasi értékektdl. El6fordult olyan kifutds is, amikor az
illesztés nem kezelte jol a csecsemdkori halandésagot. A nék halandésaga koztudottan
jobb a férfiakéndl az eurdpai orszagok tekintetében. Ezt a becsiilt eloszlasbdl is lathatjuk,
hiszen a nék halandésaga "jobbra tolédott" a férfiakéhoz képest. Abrdzolhatjuk a H(t)
egészségfiiggvényt és a halaleset definidlasahoz haszndlt a szintet a két esetben:

42 | Biztositas és Kockazat « VIII. évfolyam 1-2. szam

HEGEL PATRIK

9. abra:
Egeszsegallapot fliggveny - Egyesilt Kiralysag, 2020

Férfiak
— Nk

Hit)

________________________________________ -

100

25
Forrds: sajdt készités

A n6k egészségfiiggvénye gyakorlatilag az élettartam folyaman mindig magasabb
értéket vesz fel, mint a férfiaké, és késébb metszi az elérendd « szintet. Az abran talan
nehezen vehet6 ki, hogy a férfiakhoz és n6khoz kiilonb6z6 a szint tartozik, mert a kettd
becslése nagyon kozel esik egymashoz (kerekitve nék esetén -4.17, férfiaknal -4.14). Az
egyik paraméter, amely értelemszertien jelezhetné, hogy egy populacié halandésaga
jobb a masikéndl, ha az a szint abszolut értékben nagyobb lenne. Ez most teljesiil is
a néi és férfi lakossag 6sszehasonlitasakor, azonban az eltérés mértéke elég kicsi. A
kapott paraméterek alapjan az egyetlen, ahol nagyobb eltérés van, az a b paraméter.
A n6k esetében ez nagyobb értéket vesz fel, és ahogy korabban lattuk, ez alacsonyabb
becsiilt ratakat jelent. A nék esetén az atlagos élettartam a becsiilt ratakkal 81.1 év, a
valds ratakkal 80.2 év volt. A férfiak esetén pedig a becsiilt 75.67 év, a valos 75.38 év
volt. Alkalmazzuk azt a modellt is, amikor az egészségallapot fiiggvény alakja:

H(t)=c-(It)"

ahol ¢,b és I a becsiilendd paraméterek. Ellentétben az el6z6 modellel, ez nem
képes kezelni a csecsem6kori halanddsagot. Emiatt a modell illesztését nem a teljes
élettartamra végezziik el, hanem a kezdeti életkort 30 évnek valasztjuk meg. Ennek
oka a csecsemdkori halanddsdgon kiviil a 17-25 éves kor koriili lakossag kiugréan
rosszabb halanddsaga, amely tobbek kozott a friss jogositvannyal rendelkezék maga-
sabb balesetszamanak lehet kovetkezménye. Most is a brit lakossag adataira végezziik
el az illesztést, mégpedig az eldzdvel ellentétben a likelihood alapti paraméterbecslés
segitségével. A 10-11. abran lathatéak kiilon a férfiak és nék esetén a becsiilt és valds
eloszlasok:
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10. abra: .
Eletkoreloszlas az Egyesult Kiralysagban - 2000, N6k

004 Saa, —becsiiit

*  Valés
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0.02

0.01

Elethor
Forrds: sajat készités

11. abra:
Eletkoreloszlas az Egyesiilt Kiralysagban - 2000, Férfi

0.04 . —becsiilt
* \Valés

9y

Eletor

Forrds: sajat készités

Az abrak alapjan most is egészen pontos illeszkedést sikeriilt elérni. A nék lényege-
sen jobb halandodsagat az abran kiviil a modell paraméterei is jelzik: az egészségallapot
tiiggvény c kiindulasi szintje magasabb (ndk: 20.1, férfiak: 19.4), a b hatvanyparaméter
értéke alacsonyabb (nék: 4.99, férfiak: 4.38) a nék esetén. Az el6z6 modell esetén a
halal bekovetkeztének a definicidja az a szint elérése volt. A mostaninal a=0. Ossze-
hasonlitva, hogy a két modell esetén a H(t) fiiggvény az a szintet melyik kornal éri el
el6szor, akkor kozel ugyanazt kapjuk: a nék esetén a masodik modell egyetlen életévvel
késSbb 1épi at a szintet. A teljesség kedvéért abrazoljuk a masodik modell esetén a két
egészségallapot figgvény alakuldsat a kiilonboz6 életkorokra.
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12. 4bra:

Egeszségallapot fliggvény alakulasa

— Férfiak
—N&k

HiY

40 ) 80
Eletkor

Forrds: sajdt készités

A cikk tovabbi részében az a célunk, hogy a mortalitas alakuldsat az évek folyaman
modellezziik az eddig bemutatott modellek kiterjesztésének segitségével.

Az egészségallapot alakulasa

Az el6z6 pontokban bemutatott modellek jol hasznalhatok voltak egyetlen év adataira valo
illesztéskor. A kovetkezékben a {6 célunk az lesz, hogy a megfigyelt orszag halandosaganak
évtizedek alatti alakulasat modellezziik. Elsésorban a svéd lakossag halanddsagat fogjuk
vizsgalni. Ennek oka az, hogy Svédorszagbol az 1750-es évekig visszamendleg jo minGségt
halandésagi adatok allnak rendelkezésre, amelyeken jol lehet modellezni a mortalitas hossza
tavu alakuldsat. A korabban ismertetett modellek kozil azt fogjuk alkalmazni, amelyik
esetén az egészségallapot fliggvény paraméterezése a kovetkez6:

H(t)=c-(It)*

ahol ¢,/ és b paraméterek. Tegyiik fel, hogy rendelkezésre allnak adatok egymast kovetd
naptari évek egy I és életkorok egy J halmazara. Annak érdekében, hogy a halandosag
és az egészségallapot fliggvény valtozasat modellezziik az évek alatt, a paramétereket
naptari évekhez és kohorszokhoz rendeljiik. A vizsgalt I naptari évekhez tartozzon
kiilon-kiilén mds kiinduldsi szint, azaz egy c, paraméter (i€I). A kohorszokhoz pedig
li—j legyen a vonatkozé paraméter (FE€J). Vagyis az i-edik naptari évben egy j éves ember
egészségallapotatac-( )" kifejezés irjale. A c paraméterek tehdt egy adott évre jellemz6
hatasokat hivatottak jellemezni, példaul ha volt haboru vagy komolyabb jarvany (példaul
napjainkban a Covid-19 hatdsa), akkor az évhez tartozé paraméter esetén alacsonyabb
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értéket varnank. A kohorsz paraméterekben valo kiugré valtozas pedig jelezhet egy-egy
generacios hatdst. A paramétereket becsiiljitk maximum-likelihood mddszerrel. A maxi-
malizdlando likelihood ekkor:

gk(j)dij) y (1 = giGo) — -+ — gk(]'max))(Nk—difu_"'_difmax)
dij! (Nie = dijy =+ = dij)!

L= | |Nk!
kel iji-j=k

ahol k a vizsglt kohorszokat jelenti, N, a k-adik kohorsz létszdma j, éves korban, j,
ésj avizsgalt minimélis és maximalis életkor, g, (j) az a valdsziniiség, hogy a k-adik
kohorszbol egy személy j évesen hal meg, és d, az i-edik évben a j éves kortiak haldlozdsi
szama. A g (j) valoszintiségeket kozelitsiik a H(t) egészségéllapot fiiggvénybdl adott b,c
és [ paraméter esetén becsiilt értékébol:

. et GG a= )
9e0i) = 9(0.8,6,0) = = T ep(— S )

ahol k=i-j tovébbra is. Megjegyezziik, hogy egy kohorsz népességszama nem kizardlag
csak a halalozasok miatt valtozhat. Ennek oka lehet az adott orszagbdl torténd ki-, illetve
bevandorlds. Emiatt nem teljesen pontos a fenti likelihood, azonban ezeket a ki- és bevandor-
lasokat az N, szamoknal figelembe vessziik. Természetesen egyszertisités az, hogy a bevan-
dorlok halandésagat a kohorsz halanddségaval egyez6nek tekintjiik. A b,c, és [, paraméterek
meghatdrozasa sztochasztikus optimalizdlassal tortént, ugyanis a maximum-likelihood
becslést zart alakban bonyolult lenne felirni. Az optimalizalas folyamatanak részletezését6l
most eltekintiink, és csak roviden foglaljuk 6ssze. El6szor a paramétereknek olyan kezdeti
értékeket adunk, amelyek nagysagrendileg koriilbeliil megegyeznek a korabban targyalt
egy évre torténd illesztésekkor kapottakkal. Tobb futtatast végeztiink masik kezdeti érté-
kekkel, de az optimalizalas végeredménye kozel ugyanaz lett. Egy iterdcion belil el6szor
megvaltoztatjuk egy adott paraméter értékét egy véletlen valtozoval. Megnézziik, hogy ez
a paramétervaltozas mennyire mozditja el a loglikelihoodot: ha "megfelel6" mértékben és
iranyban, akkor feliilirjuk a paraméter korabbi értékét, ha nem, akkor pedig lépiink a kovet-
kezd paraméterre. Ezt ismételjiik egészen addig, amig a likelihood értéke egy kozel allandod
értékre beall, majd tovabbi N darab iteraciot végziink, amelyekre atlagolva a paraméterek
értékét kapjuk a maximum likelihood becslésként elfogadott paramétereket. Az algorit-
mus R programcsomag segitségével keriilt implementaldsra. El6szor a svéd nok adataira
végeztem el illesztést. Az 1860-2018 kozti éveket vettem figyelembe. A vizsgalt életkorok
30-t0l 90 éves korig voltak. Az optimalizalas soran 1650 iteraci6 tortént, és igy a becsiilt b
paraméter értéke 4.306-nek adodott, a c kiindulasi szint és | paraméterek alakulasa az évek

soran pedig a 13.-14- abrakon lathato:
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13. dbra:
c paraméter alakuldsa - Svédorszag, Nék
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Forrds: sajat készités

14. 4bra:
| paraméter alakulasa - Svédorszag, N6k
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Forrds: sajdt készités

Az 4bra alapjan is lathatd, hogy a kezdeti évekhez tartozé ¢ és az utolsé évekhez
tartozd [ paraméterek szorodasa nagy. Ennek oka az lehet, hogy ezekre a paraméte-
rekre lényegesen kevesebb megfigyelés jut, amit a becsléskor figyelembe vesziink.
Tehat példaul a 2018-as kohorsz esetén csak 2018-ra, azaz a 0-1 éves korosztalyra van
megfigyelésiink. Az egészségallapot fiiggvény kiindulasi szintjében, azaz a c paraméter
értékében megfigyelhetd egy trendszert emelkedés. Ez megfelelhet annak, hogy az
évek soran a halandoésag jellemzden javul a folyamatosan fejlédé egészségiigynek és az
emberek dltaldnos egészségesebb életmodjanak koszonhetden. A ¢ paraméterek esetén
megfigyelhet6 az 1910-es években egy nagyobb csékkenés, ami az elsé vilaghaborura
utalhat. 1918-ban egy kiugrdan alacsony érték is, ami meglepé lehet, mivel egyrészt
noi adatokat tekintettiink, masrészt Svédorszagnak sikeriilt katonailag semlegesnek
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maradnia a hdboru jelentds részében. Ezt magyarazva inkabb a spanyol natha hatasara 16. abra: A svéd nék négy kohorszanak éven beliili halandésaga
ismerhetiink ra. A cikk elején emlitettiik, hogy az angolszasz orszagokban a 2010-es et el TB sk kel . 15 o
években a halando6sdg javulasa megallt, s6t kismértékben romlani kezdett. A modelliink oae 018 ——

Becsiilt

—— Becsiilt

becsiilt ¢ paramétereit alapul véve, a svéd ndék esetén az mondhaté el, hogy a halan-
dosag javulasanak iiteme itt is lassulni kezd. A kohorszokra jellemz6 | paraméterek
esetén 1900-1980-ig egy trendszer(i csokkenést figyelhetiink meg, de kiugré értéket
nem latunk. A 15. abran négy kohorszra abrazoljuk, hogy a becsiilt életkoreloszlasa a
kohorszoknak mennyire illeszkedik jol a valés adatokra.
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15. dbra: A svéd n6k négy kohorszanak életkoreloszlasa Svéd n6k, 1970-as kohorsz Sved nok, 1990-as kohorsz
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Forrds: sajat készités
Svéd ndk, 1970-es kohorsz Svéd ndk, 1990-as kohorsz
- vaies - veles Elorejelzés
002  —Becsilt —— Besiilt /
Az utébbi évtizedekre a halandosag javulasa jellemz6 a Fold orszagainak tobbsé-
gében. Az életbiztositasban és a nyugdijbiztositasban is egyre jelentGsebb a hosszu élet
kockazata, azaz hogy az emberek egyre nagyobb valdszintséggel élnek kimagasloan

% s a0 as 0 55 hosszt évekig. A kovetkezo részben a célunk az, hogy az el6z6ekben ismertetett modell

N segitségével eldre jelezziik a halanddsag alakulasat. Példaként tovabbra is a svéd nék

Forrds: sajdt készités adatait tekintjitkk. Az alapvetd koncepcid az, hogy a paraméterek id6beli alakulasat je-
lezziik el6re, majd azok segitségével szamoljuk a kiilonboz6 kohorszok mortalitasanak

Egy masik ellendrzés az illeszkedés mindségére, ha dsszehasonlitjuk egy adott évben alakulasat az évek soran. Az el6z6 részben maximum likelihood médszerrel becsiiltiik
minden életkorra az egy éven beliili haldlozdsi valésziniiségeket (g, -eknek megfeleld a paramétereket, a c paraméterek az 1860-2018-as naptari évekhez, az [ paraméterek az
ratak) a becstilt és valds esetben. Ezek szemléltetésére késziiltek a 16. abra alabrai. 1840-1998-as sziiletési évekhez tartoztak. Ezen paraméterek becslése késébbi évekre ugy

torténjen, hogy tekintsiink rajuk fiiggetlen id6ésorokként, és illessziink rajuk ARIMA
modellt. A ¢ paraméterek esetén eldszor ahelyett, hogy 1860-t6l tekintettiik volna az
iddsort, csak az elmult 100 évre illesztettiink modellt. Ennek oka egyrészt az, hogy a
korabbi évekhez tartozé becslések relative kevés megfigyelés alapjan torténtek, masrészt
kellden régen voltak ahhoz, hogy ne vegyiik figyelembe Gket a 2015 uténi évek becs-
léséhez. Végeztiink becslést ugy is, hogy csak az utolso 35 év adatai alapjan jeleztiink
elére. Az | paraméterek esetén pedig az utolso, késébbi évekhez tartozdé paraméterek
becslése tortént kevés megfigyelés alapjan, és eléggé ingadozd becsléseket kaptunk.
Ezért az 1960-1998-as sziiletési éveknek megfelel$ | paramétereket nem tekintettiik az

~
©
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ARIMA modell illesztésekor. Tovabba az el6z6 alfejezetben azt lattuk, hogy koriilbelill
az 1880-as sziiletési évek legelejétdl folyamatosan csdkken a paraméter értéke id6ben,
eldtte pedig jellemzden nétt, ezért illesztettiink ugy is idésoros modellt, hogy az elsé
40 évet belevettiik, és ugy is, hogy kihagytuk. A ¢ és | paraméterek alakulasanak becs-
lése ezeknek az idGsoroknak az elGrejelzésével torténik. Az eldrejelzést, a 80% és 90%
konfidencia intervallumokat a 17. 4bra négy aldbrajan szemléltetjiik.

17. abra: A c és1 paraméterek alakulasanak a becslése

A c paraméter elérejelzése - ARIMA(0,2,2) A c paraméter elbrejelzése - ARIMA(0,1,0)

: - ) =
§ J /

1020 1940 1960 1980 2000 2020 2040 1985 1995 2005 2015 2025 2035 2035 2045

Az | paraméter eldrejelzése - ARIMA(0,2,3) Az | paraméter elbrejelzése - ARIMA(0,1,2)
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Forrds: sajdt készités

A kovetkezékben nézziik meg, hogy néhany kohorsz esetén ezek az elérejelzett
paraméterek milyen "életkoreloszlast" eredményeznek. Az els6 esetben tekintsiik azt,
amikor a ¢ és az | paraméterek becslése is a tagabb idésor alapjan torténik, a masodik
esetben pedig, amikor kevesebb becsiilt paraméterre illesztiink. Az eredményeket a
18-19. abrakon szemléltetjiik (az elsé abran az els6 esethez tartozd, a masodikon a
maésodikhoz tartozo becslés szerepel):
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18. abra:
Becsiilt élettartam-eloszlasok kohorszonként

0,045
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0,03
0,025
0,02
0,015
0,01

0,005

65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115

——1950 ——1960 ——1965 ——1975 ——1985 1995

Forrds: sajdt készités

19. abra:
Becsiilt élettartam-eloszlasok kohorszonként
0,045
0,04
0,035

0,03

65 70 75 80 85 90 95 100 105 110 115

——1950 ——1960 ——1965 ——1975 -——1985 1995

Forrds: sajdt készités

Az 1dé6 elérehaladtaval a kohorszok mortalitasa fokozatosan javul az dbra alapjan,
ugyanis a késébbi kohorszok esetén egyre nagyobb valdszintséggel fordulnak el
id6sebb korok. Ez a halandésag altalanos javuldasanak megfeleld eredmény, és erre is
szamitottunk, [évén hogy a c paraméterek folyamatos emelkedését jeleztiik elére. Nyug-
dijjarulékok esetén példaul fontos mutatészam lehet a nyugdijban toltott évek varhato
szama. A 65 év felettiek varhato élettartama az adott kohorszra jellemz6 g élettartam

VR B4

n .. r 7
eloszlas" stirtiségfiiggvénnyel felirva:
110

| so s = Y g /v

S=65
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ahol p . jeloli azt a valészintiséget, hogy egy személy megéli a 65 éves kort. Az els6
becslés alapjan kapott varhato élettartamat egy 65 évet megélt svéd nének az 1. tablazat
tartalmazza:

1. tablazat
Sziiletési év 1930 1940 1945 1955 1965 1975
Virhato élettartam 86.5 87.3 88.1 88.9 89.2 89.7

Forrds: sajat készités

A masodik becslés alapjan kapott eredményeket pedig a 2. tablazat foglalja dssze:

2. tablazat
Sziiletési év 1930 1940 1945 1955 1965 1975
Vérhat6 élettartam 86.5 87.3 88.1 89.0 89.7 91.0

Forrds: sajdt készités

A becsiilt varhatd élettartamok a késébbi kohorszok esetén nagyobb eltérést mutatnak
a két becslés soran. Az el6z8 esetekben a ¢ paramétereket az elmult 100 és 35 év alapjan
jeleztiik elére. Azonban a paraméterek utolsé 10 évhez tartozo értéke kozel allandé volt,
nem volt jellemz6 a korabbi fokozatos névekedés. Készitettiink ugy is egy elérejelzést, hogy
a ¢ paraméter értéke a 2018 utdni években konstans, és az utolsé 10 megfigyelt évhez tar-
tozd atlagos paraméterértéket veszi fel (az [ paraméter pedig a hosszabb id6tartam alapjan
elérejelzett értékeket vegye fel). Az igy kapott varhato élettartamot a 65 évet megélt svéd
nok esetén a vizsgalt kohorszokban a 3. tablazat foglalja 6ssze:

3. tablazat
Sziiletési év 1930 1940 1945 1955 1965 1975
Vérhato élettartam 86.3 86.9 875 88.1 88.0 87.9

Forrds: sajat készités

A varhatd élettartam tehat a késdbbi kohorszok esetén kozel allando a becslések alapjan,
s6t enyhén csokken. Osszehasonlitdsképpen megnéztem a hivatalos svéd statisztikai hivatal
(Statistika centralbyran, SCB, [7]) dltal kozzétett varhato élettartamot 65 éves korban a
vizsgalt kohorszok esetén (4. tablazat):
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4. tablazat
Sziiletési év 1930 1940 1945 1955 1965 1975
Vérhato élettartam 84.9 85.6 86.1 87

Forrds: sajat készités

Ezek alapjan a modelljeinkkel feliilbecsiiljiik a 65 éves kori varhato élettartamot.
Ennek oka lehet, hogy modelljeink esetén pozitiv a valdsziniisége annak is, hogy egy
személy akar 115 éves korig éljen, mig mds modellek esetén ez nem feltétlen van igy, és
egy maximalis élettartamot hataroz meg 100 vagy 110 éves kornal.

Osszegzés

A szakdolgozatom egy adott populdcié halanddsaganak dinamikus modellezése volt.
Bemutatasra keriilt egy Skiadas és Janssen nevéhez kothetd sztochasztikus halanddsagi
modell, amelynek alapvetd szemlélete az, hogy az egyének egészségi allapotdnak alakulasat
és halandosagat kapcsolja Ossze. Bevezetésre keriilt az "egészségallapot fiiggvény", amely egy
lakossag atlagos egészségi helyzetét hivatott jellemezni kiilonb6z6 korcsoportokra. A modell
kiegészitésével a halandosag alakulasat tudjuk modellezni tobb egymast kévetd naptari év
folyamadn, figyelembe véve az egyes kohorszokra jellemz hatasokat. Tobb orszag valds mor-
talitasi adataira illesztettiik a modelljeinket. El6sz0r brit nék és férfiak élettartam-eloszlasait
hasonlitottuk dssze 30 éves kor felett (a 2000-es év adatai alapjan). A pontos illeszkedés mellett
visszakaptuk azt a tényt, hogy a néilakossag halanddsaga (és egészségi allapota) lényegesen jobb
a férfilakossdgénal. Svédorszag, az Egyesiilt Allamok és az Egyesiilt Kiralysag néi lakossaganak
esetén modelleztiik a halandodsag alakulasat. A Human Mortality Database adatbazisbol tobb
évtizedre visszamendleg érhet6k el ezekre az orszagokra mortalitasi adatok (a svédek esetén
egészen a 18. szazad masodik feléig), amelyek alapjan hosszabb tavu el6rejelzést is adtunk. Az
elérejelzés ARIMA iddsoros modellekkel tortént. Az angolszasz orszagok esetében az utobbi
évtizedben jelentkezd halanddsagromlast sikeriilt modellezni az egészségfiiggvény becsiilt
paraméterei révén. Természetesen nagyon sok mindent nem végeztiink el a szakdolgozat-
ban, de az mindenképpen tullépett volna az adott munka keretein. A teljesség igénye nélkiil
felsorolunk néhany témat, amelyet a késébbiekben érdemes lenne vizsgalni.

o A becslési eljarasok és elorejelzések osszehasonlitdsa mas nevezetes, altalanosan

hasznélt modellekkel (példaul Lee-Carter);

o A paraméterek Osszefiiggései az orszagra jellemz9 indikatorokkal;

o Jarvanyok, Covid-19 hatasa az elérejelzésre.

Munkénkban mi ,csak” egy konkrét modellt vizsgaltunk meg, és azt probaltuk tovabbfej-
leszteni. Skiadas és szerzétarsai munkaihoz képest legalabb két tertileten sikeriilt ¢jj eredményt
elérni. Egyrészt a paraméterek becslését maximum likelihood modszerrel is elvégeztiik,
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masrészt a sokkal természetesebb kohorsz alapti modellt is felépitettiik. Ez a késébbiekben
felhasznalhat6 lenne elérejelzésekhez is (ennek kezdeti lépéseit be is mutattuk). Tovabbi
vizsgalatként érdemes lehet Gsszevetni, hogy ezzel a dinamikus halandosag-elorejelzéssel
kapott dijak mennyire térnek el a statikus halandosagi tablak segitségével szamolt dijaktol
kiilonboz6 jaradéktermékek esetén. Ehhez hasonldé munkat végzett Gogola és Vékas [15],
akik Lee-Carter alapu el6rejelzéseket hasznalnak.
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