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Ebben a dolgozatban az életbiztositasok aktuariusi szamoldsainak alapjaul szolgald
halalozasi intenzitast vizsgaljuk a pénziigyi tertileteken hasznélatos Cox-Ingersoll-Ross-modell
segitségével. Felirjuk a modell momentumait és a pénziigyi szamitasokkal parhuzamot vonva
a tulélési valoszintségeket is. Kilonb6z6 modszerekkel megadjuk a diszkrét adatokbol torténd
altalanos momentumok szamitdsat is, amelyeket fel is hasznalunk a modellek becsléséhez.
Végiil a felirt elméleti modell hasznalhatdsagat valds adatokon teszteljitk kiilonféle becslési
modszerekkel, és megmutatjuk, hogy az altalunk felirt modellel jellemezhet$ a 2017-es
idéskori magyar halandosag. A publikéci6 alapjaul a BCE-ELTE kozos Biztositasi és Pénziigyi
Matematika mesterszakon irt szakdolgozat szolgalt, amely alapjan a szerzének itélte a MAT
a Biztositdsmatematika Ifju Mestere dijat.

SUMMARY

In this paper we study the mortality intensity that underlies the actuarial calculations of the
life insurance contracts, by using stochastic methods according to the modern approach. We
model the mortality intensity with the help of the Cox-Ingersoll-Ross model which is commonly
used in finance. We calculate the moments of our model and in parallel with the calculations
in finance we also give formulas of the survival probabilities. We provide different methods for
the calculation of the moments from discrete data, and we use these to estimate our models. Fi-
nally, we test the useability of our theoretical model with real data by using different estimation
methods, and we show that this model can be used to study the Hungarian old aged mortality of
2017. The publication is based on the thesis written in the Actuarial and Financial Mathematics
joint Master’s program of Corvinus University and E6tvds Lorand University. Based on the
dissertation the Hungarian Actuarial Society (MAT) awarded the author the Young Master of
Actuarial Mathematics.
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Bevezetés

Ebben a dolgozatban az életbiztositasi dij- és tartalékszamitasok alapjaul szolgalé halalozasi
intenzitas sztochasztikus differencialegyenletek segitségével torténd modellezésével foglalkozunk.

A Klasszikus életbiztositasi dij- és tartalékkalkulaciokban a halalozasi intenzitds mindig de-
terminisztikus. Ez a feltételezés a gyakorlatban azonban nem teljestil, igy a biztositoknak csupan
ahaldlozasi intenzitas kapcsan is kétféle kockazattal kell szembenézniiik. Kockazatot jelent, hogy
ahaldlozasi intenzitas nem a varakozasoknak megfeleléen alakul, és az is, hogy a biztositott port-
f6li6 a biztosito szamara kedvezétleniil alakul. Dahl ezt a két kockdzatot rendre szisztematikus
és nem-szisztematikus mortalitasi kockazatnak nevezte el (Dahl, 2014).

Determinisztikus halalozasi intenzitas esetén a biztositok ugy kezelik a szisztematikus
mortalitasi kockazatot, hogy pesszimistan, a sajat szempontjukbol biztonsdgosnak valasztjak a
halalozasi intenzitast. A biztositok a kordbbi adatokbdl determinisztikus el6rejelzésekkel és biz-
tonsagi tartalékkal hataroztak meg az intenzitasokat (Zeddouk & Devolder, 2020). Azonban ez
sem jelent teljes biztonsagot az életbiztositasok (jellemzden) hosszt idtartama miatt. Egy masik
kezelési lehetdség a biztositotarsasagok szamara, hogy a haldlozasi intenzitast sztochasztikusan
modellezik, igy szdmszerusiteni tudjak és tervezhet6vé teszik a szisztematikus mortalitasi koc-
kézatot (Dahl, 2014).

A dolgozatban ezt, a sztochasztikus modellezést, vizsgaljuk meg kiilonb6z6 szempontokbol. A
dolgozat els6 részében a szakirodalom segitségével felirunk egy altalanos sztochasztikus modellt,
ennek része lesz a halalozasi intenzitas, valamint egy adott szerz8dés alakuldsanak modellezése
is. A vizsgalatunk {6 targya a pénziigyekben is hasznalatos Cox-Ingersoll-Ross-modell lesz (Cox,
Ingersoll, & Ross, 1985). Arra vagyunk kivancsiak, hogy a CIR-modellel felirt halalozasi intenzitds
mennyire van 6sszhangban a tényleges adatokkal. Ennek motivacioja Zeddouk és Devolder (2020)
cikke, amelyben azt talaltak, hogy a kiterjesztett CIR-modellel szépen leirhatok a huszadik szazadi
id8skori belga halalozési adatok. Mi kivancsiak vagyunk arra, hogy vajon az ennél egyszertibb
eredeti CIR-modell is alkalmas lehet-e erre a feladatra, ezt a 2017-es magyar halanddsagi tablan
fogjuk letesztelni egy iddskori modellt épitve a [75,95] éves korintervallum felett.

A vizsgalatunk egyik kozponti eleme az L-lel jelolt élettartam lesz. Ez egy nemnegativ valo-
szintiségi valtozd, amely eloszlasfiiggvénye F(t)=P(L<t). A késGbbiekben praktikus lesz a tulélés-
fuggvény hasznalata, amit F (f)-vel fogunk jelolni és F (#)=I-F(t)=P(L>1). A feltételezéstink szerint az
L élettartamot a hattérbodl a y-vel jelolt haldlozasi intenzitas alakitja, melyet a kovetkez6 rész elején
pontosan definidlunk majd. Errél a p haldlozasi intenzitasrol feltessziik, hogy egy nemnegativ
sztochasztikus folyamat, ezért elséként ez vizsgaljuk majd meg alaposabban.

A dolgozat f6 épitGelemeit sorba véve els6ként a szakirodalom segitségével bemutatunk egy
életbiztositasi dij- és tartalékszamitashoz hasznalhaté altalanos sztochasztikus modellt.
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Ezen belill attekintjiik a biztositasi szerz6dések alakuldsat, az iigyfelek viselkedését és a
halalozasi intenzitas sztochasztikus modellezését. Ezutan ratériink a CIR-modellel felirt
halalozasi intenzitas vizsgalatdra a CIR-modell megoldasan keresztil. Itt kiszamoljuk a
varhato értéket, szorasnégyzetet és az altalanos k. momentumot is. A halalozasi intenzitas
vizsgalata utdn ratériink az élettartam vizsgalatara. Az elemi kotvény arazésara vonatkozé
szakirodalmat alapul véve meghatarozzuk a talélési valoszintiséget a CIR-modell para-
métereinek a fiiggvényeként. Ezek utan pedig megadjuk az élettartam elméleti varhatd
értékét és momentumait is. A dolgozat utolso részében kiilonbozo becslési eljarasok se-
gitségével hatarozzuk meg a CIR-modell paramétereit. Végiil a modellek 6sszehasonlitdsa
utan megadjuk azt a becslési eljarast, amelyik a legpontosabb eredményt adja a 2017-es
magyar halandésagi adatok [75,95] éves korintervallumara.

1. Egy altalanos sztochasztikus modell
1.1. A sztochasztikusan modellezett mortalitas fejlodési utja

A determinisztikus és sztochasztikus életbiztositasi modellek kozti atmenetre tobb
példa is talalhaté az irodalomban. 1998-ban Marocco és Pitacco szdmszerusiteni tudta a
mortalitasi kockazatot, amikor azt olyan Béta-eloszlassal modellezték, ahol a paraméterek
az életkortol és az id6tol fuggtek (Marocco & Pitacco, 1998). Olivieri a haldlozasi inten-
zitasok lehetséges trendjeit ugy becsiilte, hogy az 6 fiiggvényének valtozdi is az id6 és az
életkor voltak (Olivieri, 2001). Ilyen mddon realisztikusabb dijat lehetett meghatarozni,
mint abban az esetben, ha csak kortol fiiggé fiiggvénnyel becsiilnénk a halalozasi intenzi-
tast. A becslésének eredménye a tulélésfiiggvény egy lehetséges jovébeli realizacidja volt,
igy ahhoz, hogy meghatarozhassa a szisztematikus mortalitasi kockazatot, még sziiksége
volt egy-egy olyan filiggvényre, amelyek a nagyon magas, illetve nagyon alacsony jovobeli
talélési valoszintségeket képviselik. A kockazat hatasat jelenérték- és varianciaszamolasok
segitségével kapta a megalkotott harom tulélésfiiggvényt felhasznalva (Olivieri, 2001).

Olivieri és Pitacco egyiitt mar a nem-szisztematikus és szisztematikus mortalitdsi
kockazatot kiilon-kiilon is meg tudta hatdrozni azzal a modellel, amelyikben a vizsgalt
tulélésfiiggvényt a lehetséges tulélésfiiggvények egy parametrizalt csalddjaval irtak le.
Modelljiikkben a nem-szisztematikus mortalitasi kockazatot a paraméterek véletlensége
adta, mig a szisztematikus mortalitasi kockazat a paraméterek bizonytalansagabodl adodott
(Olivieri & Pitacco, 2002).

1.2. Alapfogalmak
A kovetkezGkben bevezetiink egy olyan altalanos sztochasztikus modellt, ahol a halalo-

zasi intenzitast sztochasztikus folyamatként kezeljitk a (Dahl, 2014), (Zeddouk & Devolder,
2020), (Buchardt & Meller, 2015) és (Christiansen & Djehiche, 2020) cikkek alapjan.
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Definicid. (Haldlozasi intenzitds)
y, az x éves korban a haldlozdsi intenzitds, ahol

p(x <L <x+§|L > x) 1)

E

= lim
Ha §—0 8

ahol az L valosziniiségi viltozo az egyén élettartama.

Megjegyzés.

Lebesgue tétele alapjin majdnem minden x-re teljesiil, hogy P(L<x+6| Lzx)=p_b+0(0), azaz
a feltételes valosziniisége annak, hogy az adott egyén & éven beliil meghal, feltéve, hogy x éves
kordban még életben volt, ardnyos 6-val. Az ardnyossdgi tényezd pedig pont a y_haldlozdsi
intenzitds (Mori, 2011).

A tovabbiakban feltessziik, hogy a halalozasi intenzitds is véletlen, és p.y=p, (t,w)=p.(t)
folytonos sztochasztikus folyamat az (Q,F,P) valdszintiségi mez6n és adaptalt az (F, )o<i<r
természetes filtracidra nézve. A p, (t) kezdépontja meghatérozza a haldlozasi intenzitas di-
namikdjat egy sztochasztikus differencidlegyenleten (SDE) keresztiil.

Kovetkezmény. (Tulélési valosziniiség)
T
- d
T-tPx+t = Ep [e iz (@) ul?t]- )

Ez annak a valdszintsége, hogy egy x éves egyén, aki életben van az x+t id6pontban, még
megél T-tid6t. Ha ismertek lennének a haldlozési intenzitdsok, akkor egy - a =0 pillanatban - x
éves egyén tulélési valoszintiségét a ¢ és T idGpontok kozott az e” Ji o) du kifejezés adna. A
definicioban szerepld feltételes varhato értékre azért van sziikség, mert nem ismerjiik a halalozasi
intenzitds jovobeli fejlodését. F, interpretalhatd ugy, mint a biztosit6 szamara rendelkezésre allo
informadcio a t idépontban.

Definici6. (Affin mortalitasi struktara)
Ha rogzitett x esetén a tilélési valosziniiségek

S eA(t,x,T)—B(t,x,T),ux(t) 3)
daltal adottak, ahol A(t,x,T) és B(t,x,T) determinisztikus fiiggvények, akkor a haldlozdsi
intenzitdsok modellje affin mortalitdsi struktirdjii az x kohorszra.
Ha (3) minden x-re, akkor a modell affin mortalitdsi struktirdji.
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Megjegyzés.

Bjork elemi kotvénydrra vonatkozo tétele elégséges feltételt ad rogzitett x mellett a mor-
talitdsi struktiira affinsdgdra, mig az A és B filiggvényekre egy differencidlegyenlet-halmazt
hatdroz meg (Bjork, 1997), azonban dltaldnossigban nem mondhaté el, hogy az A és B
fiiggvények expliciten meghatdrozhatéak lennének (Dahl, 2014). A dolgozatban azonban
meg fogjuk tudni hatdrozni az A és B fiiggvényeket (39) és (40) alapjin.

1.3. A biztositasi szerz6dés alakulasa

Az életbiztositasi szerz6dések alakulasat egy Z=(Z,)o<.<r F-adaptalt cadlag (jobbrol
folytonos és baloldali hatarértékkel rendelkezd) folyamat irja le egy véges J={0,L,...,J}
allapottéren. A Z folyamat tehat megadja egy szerz8désre, hogy az a t iddpontban milyen
allapotban van. Ezek az allapotok pl.: a szerz8d6 életben van, a szerz6dé meghalt, esetleg
felmondta a szerzddést, és hasonlok. A legegyszertibb modell, ha J={0,1}, vagyis csak
azt a két lehetdséget vizsgaljuk, hogy a szerz6doé még életben van-e vagy sem. A szakiro-
dalomban tobb olyan cikk is taldlhatd, amikor ennél tobb allapotot is figyelembe véve
dolgoznak a szerz6k (Christiansen & Djehiche, 2020), (Buchardt & Moller, 2015), (Bladt,
Asmussen, & Steffensen, 2020), igy lehet6ség nyilik a valdsagot jobban leiré modellek
felallitasara, ilyenek példaul a torlési, a rokkantsagi vagy a munkanélkiiliségi modellek is.

Egy masik érdekes megkozelitésben Buchardt és Moller (2015) azt mutatta meg, hogy
a biztositasi kotvények tulajdonosainak, vagyis az tigyfelek viselkedésének a modellezése
is jelentds valtozast jelenthet nemcsak a biztositotarsasagok jovobeli pénzmozgasaira, de
a portfolidjuk piaci értékére nézve is. A pénzmozgasok eldrejelzéseit vizsgdlva megalla-
pitottak, hogy egyszert integralokkal vagy kozonséges differencialegyenletekkel tudjak
modositani az el6rejelzéseket. A szerz6dok viselkedését véletlen atmeneti intenzitasa
Markov-modell segitségével irtak le, ugyanakkor megjegyezték, hogy a valoésagban a
szerz$do torlési vagy dijmentes leszallitasi dontéseinek gyakran kiilsé (gazdasagi) oka
van, de a szerz6dok ilyen jellegli dontései a szerzédéseik értékétdl fiiggetleniil kovetkeztek
be. A numerikus kisérleteik eredményeként elmondhato, hogy a biztositoknak érdemes
lehet a szerz8d6k dontéseit leird modellek haszndlata, mert igy is nagymértékben csok-
kenthet6k a kockazataik.

Gyakori feltételezés, hogy a Z folyamat Markov-folyamat, de sziilettek eredmények olyan
altalanos esetekben is, amikor Z szemi-Markov tulajdonsagu, azaz egy olyan (U, )y<<r fo-
lyamattal egytitt alkot Markov-folyamatot, ahol az U, azt adja meg, hogy egy-egy szerz6dés
mennyi id6t toltétt Z,jelenlegi allapotban (Christiansen, 2012).

Haj k€ J, akkor ajallapotbol k dllapotba vald dtmenetelek szamét az N=(N7* )j¢k=#{u:uE 0t Z,.
=j,Z,=k} szdml4l6 folyamat adja meg. Bevezetve az I/=1 2-jindikator folyamatot, azt mondhat-
juk, hogy a szamlalo folyamat és az indikator ugyanazt az informaciot tartalmazza, és ez az
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informdcié nem mds, mint a Z folyamat természetes filtracidja altal képviselt informécié
(Christiansen & Djehiche, 2020). Az el6z8 tulajdonség a Z,=5,jl/ és az 1/=I/+Six+i(N/-N/*)
kapcsolatok miatt 4ll fent.

Markov-folyamat esetén a j allapotbol k allapotba keriilés dtmeneti intenzitdsa a
AJ*=I/_ R/* sztochasztikus folyamat altal definialt. Itt R* determinisztikus fiiggvénye
t-nek és az dtmenetekre hato sztochasztikus folyamatoknak. A J={0,1} esetben R¥*=R*(t,u,.,
), azaz csak a halalozasi intenzitastdl fiigg (Dahl, 2014).

Ha Z Markov-folyamat, akkor a A,atmeneti intenzitas és a Z, kezd6érték egyértelmiien
meghatarozza Z eloszlasat, ugyanakkor a forditott megkozelités tovabbra is miikodik a
nem-Markov-modelleknél, vagyis, ha Z-re semmilyen Markov-feltevést nem tesziink
(Christiansen & Djehiche, 2020).

1.4. A halalozasi intenzitas modellezése

A halalozési intenzitds sztochasztikus modellezésével szamszer(sithetévé valik a
szisztematikus mortalitasi kockdzat, ezért Dahl (2014) a haldlozasi intenzitast diffuzids
folyamatként modellezte gy, hogy rogzitett x>0 esetén a halalozasi intenzitasok dina-
mikajat a

dnux+t = Cf.(t, x, nu.x+t) dt + O'(t, x, lu'x+t) dBt (4)

sztochasztikus differencialegyenlettel irta le, ahol a B, Brown-mozgés a standard Wie-
ner-folyamat az F filtracioban. Ennek a modellnek egy specialis esete a Milevsky és Promislow
altal felallitott atlaghoz visszatéré Brown-Gompertz-modell (Milevsky & Promislow, 2001).

Még realisabb képet adna, ha azt is feltennénk, hogy a haldlozasi intenzitasokat tobbféle
ugynevezett mortalitasi tényezd befolyasolja, melyek mind eltéré modon fejtik ki a hatasukat.
Tovébbi feltételezés még, hogy a kiilonboz8 korosztalyokat érinté mortalitasi tényezok is
eltéré6 modon befolyasoljak a halalozasi intenzitasokat. Az ilyen modelleket a szakirodalom-
ban hierarchikus modelleknek nevezik, melyekben a haldlozasi intenzitas dinamikajat a (4)
vektorértékd kiterjesztése adja meg.

Hierarchikus strukturat kapunk, ha az egyes Wiener-folyamatokat egy adott mortalitasi
tényez6 hatasaként értelmezziik, és a o vektort oly médon hatarozzuk meg, hogy a Wiener-fo-
lyamat csak a megfelel6 életkorokat befolyasolja (Dahl, 2014). Mi a tovédbbiakban azonban
maradunk a (4) Osszefiiggéssel adott dinamika mellett.

A halalozasi intenzitasok modellezése esetén elengedhetetlen azok pozitivitasa. A pénz-
tigyekben is hasznalatos Cox-Ingersoll-Ross-modell (CIR-modell) (Cox, Ingersoll, & Ross,
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1985) analdgiajara felépitett modell biztositja ezt a szigoru pozitivitast (Dahl, 2014), (Zeddouk
& Devolder, 2020). A kiterjesztett CIR-modellel felirt halalozasi intenzitas dinamikajat a

(S) dlux+t = (at - b.ux+t) dt + U\,n‘ o+t dBt

SDE adja meg, ahol b,0>0 és B, a standard Brown-mozgés. Zeddouk és Devolder megmu-
tatta, hogy a Kkiterjesztett CIR modellel felirva a haldlozasi intenzitdsok affin strukturajioak
(Zeddouk & Devolder, 2020).

1.5. A kombinalt modell

Ahhoz, hogy a biztositonal minél kevesebb kockazat maradjon, fontos, hogy a pénz-
tigyi piacot is sztochasztikusan modellezze (Milevsky & Promislow, 2001), (Dahl, 2014). A
kombinalt modell felirasahoz Dahl (2014) jeloléseit kovetve legyen (G, )o<i<r @ kockazatos és
kockazatmentes eszkozok altal meghatarozott természetes filtracio P-kiterjesztése, vagyis a
természetes filtracidhoz még vegyiik hozza a P-nulla halmazok altal generalt o-algebrat is.

(H; )osi<r legyen a biztositasi szerz6dések altal meghatarozott természetes filtracio P-ki-
terjesztése, vagyis H,=0{Z,:ust)VN=0({N,ust})VIV, ahol V" jeldli a P-nulla halmazok altal
generalt o-algebrat. Végiil jelolje (7, )y<.<ra haldlozasi intenzitasok altal meghatarozott termé-
szetes filtracié P-Kiterjesztését, vagyis J=0({p,. . u<thVIN.

A kombinalt sztochasztikus modellt az F,=G,VH VI, filtraci6 adja meg, itt feltessziik, hogy
a gazdasag fliggetlen a biztositdsi szerz6dések és a halalozési intenzitas alakulasatol, vagyis
G.L(#,7,) (Dahl, 2014).

A kiterjesztett modell hasznalata a biztositonal fellépd Gsszes kockazat mértékét csokkenteni
tudja, de mar az egyes részmodellek alkalmazéasaval is elérhetd, hogy a biztosit6 eliminalni
tudja a felmeriil6 kockazatai egy részét.

2. A halalozasi intenzitdas modellezése CIR-modellel
A Zeddouk és Devolder (2020) altal hasznalt kiterjesztett CIR-modell dinamikaju halalozasi

intenzitdsokat hasznalé modelleknél egyszertibbet kaphatunk, ha a haldlozasi intenzitasok
alakuldsat az eredeti CIR-modell mintdjara a

(6)
Aperr = a(b — poey ) dt + 0/ pey dB;

SDE segitségével irjuk fel, ahol a,b,6>0 és B, a standard Brown-mozgas.
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2.1. A CIR-modell megoldasa

A CIR-modellbdl meghatarozhatd p, ., varhato értéke és szorasa is. Legyen x rogzitett és
ezen x mellett jelolje pi=u,., és legyen py=p,.

2.1.1. A halalozasi intenzitas varhato értéke
A haldlozasi intenzitds dinamikéjara felirt (6) kifejezés ekvivalens a kovetkez6 feladattal:
Be = o + fo ta(b — ) du + fo tG ty dBy 7)
Mind a két oldalon varhat6 értéket véve:

t t
Eut:Eu0+E(J a(b—uu)du)+E(f ()'\/EdBu) (8)
0 0

Ezt részekre bontva:
Euy = o, ©)

E (fta(b — Uy) du) = abt — aE ([tuu du) és (10)
0 0
E .dB, | = 0. (11)
(fofrees.

Ahol az utols6 egyenl8ség azért teljesiil, mert a 0V, integrandus progressziven mérhetd
és négyzetesen integralhato, igy az integral martingaltulajdonsagabdl kovetkezik, hogy a
varhato érték 0 lesz.
Ha a (8) feladatra alkalmazzuk a nemnegativ integrandusokra vonatkozd Fubini-tételt, akkor
t

Ep, =,u0+abt—af E p, du. (12)
0
Vezessiik be az f(t):=Ey, jelolést, ekkor
{f’(t) =ab —af(t) (13)
f(0) = uo

egy inhomogén linedris egyenletet kapunk f-re. Ennek megoldasahoz hasznalhatjuk a

Cauchy-formulat, igy t
f(t) = efot -a (Mo + f e—fos—“ -ab ds), (14)
0

Epe = f(t) = (o —b)e ™ +b. (15)
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2.1.2. A halalozasi intenzitas szrasnégyzete

A D’u=Eys - E* u, dsszefiiggésbdl az el6z6ekbdl E’y, kiszamolhato, de még meg kell ha-
tarozni Eu/? értékét. Els6ként irjuk fel az Ito-formulat y?-re, ebbdl azt kapjuk, hogy

t 1 t
(16) ui = ug + f 24ty duty, + Ef 2d[ul,
0 0
Mind a két oldalon varhato értéket véve és alkalmazva a nemnegativ integrandusokra

vonatkozo Fubini-tételt
t

(17) Euf = ug + f (E(2ab + o)y, — 2aEpf) du
0

A korabbi f(t)=Ey, fiiggvény mellé még vezessiik be a g(t):=Eu,’ fliggvényt, ekkor az el6z6
egyenlet a kovetkezé inhomogén linedris differencialegyenlettel egyenértékd:

a8) {g'(t) = (2ab + o®)f (t) — 2ag(t)
9(0) = g
A megoldashoz most is a Cauchy-formulat hasznaljuk, igy
t S
(19) g(0) = ek =2 (u% e f e~lo=2 (2ab + 0®)f (s) ds)
E 1-— —2at e—ac _ e—Zat
(20) Eu? = ube=2% 4+ (2ab + o?) (b TR (4o — b) T)

A szérasnégyzet most mar meghatarozhato, hasonldan, mint Jafari és Abbasian (2017)
cikkében:
2 2
(21) DZM = 0_(e—at _ e—Zat) + O——b(l _ e—aC)Z
t % a 2a

2.1.3. A halalozasi intenzitas harmadik és k. momentuma
t t s
(22) Epd = el -3 (,ug + f elo32 . 3(ab + 62)Ep? ds)
0

Mivel az dltalanos k. momentum a kovetkezé modon vezethetd le:

Felirva az Ito-formulat a y/-ra és a korabbi szdmitasok gondolatmenetét hasznélva, illetve, ha
akorabbiakhoz hasonléan bevezetjiik az f(t):=Eu/ és g(t):=Eu/" fuggvényeket, akkor a virhatd
értékre vonatkozo egyenlet ismét egy inhomogén linedris differencialegyenletté alakithato.

k-1

(23) {f’(t) =k (ab + 02) g(t) — kaf(t)
£(0) = u§
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A megoldashoz most is hasznalhatjuk a Cauchy-formulat, igy végiil

t t s
Epk = eloka (ug’ + f ehka. | (ab + 02) Epls ™ ds). (24)
0

A CIR-modell k. momentum tehat a fenti Osszefiiggés segitségével rekurzivan meghata-
rozhato a k-1. momentumot felhasznalva.

3.A talélési valosziniiség meghatarozasa
3.1.Differencialegyenlet a tlélési valoszintiségre
Rogzitett x esetén

T t
M(t, x) — EP (e—fo Hx+u du|Tt) — e_fo Mgy du e st Bl (25)

Errél kénnyen lathato, hogy martingal a P mérték alatt. Az M(t,x) martingal altal
meghatdrozott mennyiség egy x éves személynek az x és x+T éves kor kozotti tulélési
valdszintiségét adja meg, ha adottnak vessziik a halalozasi intenzitas alakulasat ¢-ig. Az
egyszer(ibb jelolések kedvéért legyen a kovetkezdkben p a talélési valoszintiség fiiggvénye,
azaz rogzitett x mellett p(t,u,T):= 1, prss-

Tegytik fel, hogy p a t-ben egyszer, mig a y-ben kétszer folytonosan differencialhato, ekkor
rogzitett x esetén az Itd-formulat hasznalva az M martingalra a

1
Ptp +a(b —aup +5(0°Wdip —pup = 0 (26)
p(T,uT)=1

masodrendd linearis parcidlis differencialegyenlet (PDE) irhato fel a tulélési valoszintisé-
gekre (Dahl, 2014). A (26) egyiitthatomatrixa az

0 0
1
0 Eﬁzl

A =

Mivel 1/2 0® >0, hiszen 0>0 a CIR modell felirasa miatt és >0, hiszen haldlozasi inten-
zitas, ezért az A egyiitthatomatrix pozitiv szemidefinit és csak egy 0 sajatértéke van, igy a
PDE parabolikus.
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3.2. Kitekintés: elemi kotvény arazasa CIR-modellel

A kamatratara vonatkozd CIR-modell
(27) dr(t) = a(b — r(t)) dt + o/r(t) dW (t),

ahol W a standard Wiener-folyamat (Cox, Ingersoll, & Ross, 1985).
Az elemi kétvény drazasahoz feltehetd, hogy az arfolyamat a kovetkez6 alakban irhato fel

(28) P(t,7.T) = a(t, T)e TOBED),

valamely o és f§ fliggvényekre. Tovabba megmutathatd (Bjork, 1997), hogy kielégiti a
kovetkez6 parcialis differencialegyenletet:

1
(29) {atp +a(h =3P +3(0*r)OZP 1P =0,
P(T,r,T) = 1.

Ebbe a (29) feladatba, ha behelyettesitjiik a feltételezett (28) alakot, akkor az « és 3 fiigg-
vények kifejezheték a CIR-modell paramétereivel (Sinkala, Leach, & O'Hara, 2008)

b
2he(+a)(T1)/2 )2%

(30) 6 T) = (zn T (h+ a)(ehTD - 1)

2(eh™0 — 1)
2h+ (h+ a)(eMT-0 — 1)’

(32) h =+/a? + 202,

3.3. A tulélési valosziniiség felirasa az elemi kotvény aranak analogidjaként

(31) B(t,T) =

Az esetiinkben a tulélési valoszintiség megfeleltethetd az elemi kotvény drdnak. A korab-
biakbdl is lattuk, hogy a CIR modell megfelel az affin strukturanak (Duffie, Filipovic, & Scha-
chermayer, 2003), (Zeddouk & Devolder, 2020), igy a korabbi jelolések kapcsolatba hozhatok:

(33) P(fr, T) =ei( &1 )e T OHED,

(34) p(t,pu.T) = eACDBEDk,
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a=e4, (35)
A=Ing, (36)
B = (37)

Tehat a talélési valoszintiség is kifejezheté a CIR-modell paramétereinek a segitségével,
mégpedig

p(t, 1, T) = eA(t,T)—B(t,T),ut’ (38)
2ab 2he(h+a.)(T—t)/2
= (Zh + (h+ a)(ehT-0 — 1))’ (39)
2(eP-9 — 1)
= R(T—0) — 1Y’ (40)
2h+ (h+ a)(eMT-1 —1)
h =+/a?+ 202 (41)

4. Az élettartam varhato értéke és momentumai

Jeloljiik az élettartamot tovabbra is az L nemnegativ valdszintiségi valtozdval, az eloszlas-
tiiggvényét F(t)-vel, mig a tulélésfiiggvényét F ()-vel.

Definicid. (Fels6 végpont)
we=sup{ tF(t)<1}, az eloszlds felsé végpontja.

Megjegyzés.

Az w fels6 végpont vagy mds néven a statisztikakban még megjelenitett legmagasabb életkor
a 2017-es magyar halandoésdgi tdbla esetén a 110 éves életkor.

Az élettartam varhato értékét és momentumait a kovetkezé médon kaphatjuk meg:

EL = fomt dF(t) = fomﬁ(t) de,

(42)
ELF :f tkdF (t) :f kt*=1F(t) dt.
0 0 (43)
A talélési valoszintliség definiciojabol adodik, hogy
T
T-tPx+t = E [e_ff Hics Tt]:

(44)

t t —_
O I T O

¢
e~ Jo #s 95 £ mérhets
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Valamint azt is lattuk, hogy affin mortalitdsi struktura esetén

(46) T—tPree = P(t, 1, T) = AT -BEDke
(47) P = PO, 1, t) = eAON-BOk,
Tehat igy az
(48) EL=["F(t)dt= [~ (p,dt = [ eA0I-BODko gt ¢
o] _ @ co
Elf= J kt*-1F(t) dt = J ktk-1 .p.dt = J ktk-1eA0D)-B(00)uo ¢
(49) 0 0 0

integralokat kell kiszamolnunk.
Ha azt feltételezziik, hogy a y halalozasi intenzitas CIR-modellel irhat¢ le, akkor a kisza-
molando integralok a kovetkez6 alakot 6ltik:

EL = f SAOD-BODke gp —
0

(50)
2ab
o 2he(h+a)% o?
:fo Ztthtae-1)
y 2(emt —1) dt
P\ 2+ a)(ert—1) Ho
k _ < k=1,A(0,t)-B(0,0) o _
2ab
- 2he(h+a)% o?
= f ktk-1 - X
0 2h+ (h+ a)(e™ —1)
2(eht —1) ”
X — .
P\ T 2hr (h+a)(eht—1) Ho
Megjegyzés.

A gyakorlatban (50) és (51) esetén nem viltozik az eredmény, ha az integralds felsé korlat-
janak az w-t adjuk meg, ez a magyar adatok esetén w=110.
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5. Halandosagi tablabol szamolt varhato érték és momentum
5.1. Halandésagi tablak

Az életbiztositas legfontosabb aktuariusi szimoldsaihoz az adatok a halandésagi tablakbol
nyerhetSk ki. Ezek a tablak sszefoglaljak egy adott veszélykozosség (altalaban orszag) életbiztositasi
szempontbdl is relevans demografiai alapadatait. Megtaldlhatd a tdblaban az egyes életkorokhoz
tartozo halalozasi valoszintiség, az adott életkorban elhunytak szama, a varhato hatralévo élettar-
tam és a kihalasi rend is (1. abra), amely az x éves korban még életben 1év6k szamat adja meg egy
100 000 f6s populaciora vetitve. Fontos megjegyezni, hogy a statisztikai hivatalok altal publikalt
halanddsagi tabldk tgynevezett periodus tablak, ezek egy adott idépontban érvényes statiszti-
kakbol késziilnek, azaz tobb egyiittél6 generaciora vonatkozd pillanatfelvételt jelenitenek meg.

1. abra: A 2017-es magyar kihalasi rend

Kihalasi rend
100000~
75000+ \‘\
...
..
50000~ %,
L)
L)
.
L)
.
25000~ %
L)
..
N
0
0 30 .60 20
Eletkor

Forrds: sajdt szerkesztés

Praktikusabb és pontosabb eredmény kaphat6 a kohorsz vagy generacios halanddsagi tablak
alapjan, mivel ezek egy adott évben sziiletett egyének életutjat kiséri végig, de ezen tablak hatra-
nya, hogy mire teljesek lesznek, addigra az adott generacié mar kihal és igy az adatai is gyakran
eléviilhetnek (Banyar, 2016).

Pontos kohorsz tablakat ugyan csak utdlag lehet késziteni a kihalt generacio adatai alapjan, de
halanddsag-el6rejelz6 modszerekkel a jelenleg é16 generaciokra is megbecsiilhetd. A legismertebb
ilyen mddszerek a Lee—Carter-modell (Lee & Carter, 1992) és a Cairns-Blake-Dowd-modell
(Cairns, Blake, & Dowd, 2006), ezek a modellek statisztikai modszerekkel becsiilik a jovSbeli
halandésagi adatokat.

A szamolasokhoz hasznalt periddus halanddsagi tablat a The Human Mortality Database
oldalarol vettiik (The Human Mortality Database, 2021), itt megtalalhatéak a magyar halandé-
sagi tablak is, a legfrissebb a 2017-es tabla. A szamolasok és becslések megkezdése elott az
adatok megismerése céljabdl is érdemes abrazolni az eloszlasfiiggvényt, ez lathaté a 2. dbran. A
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dolgozat szempontjabol kiemelt fontossagti még a tulélési valdszintség és a halalozasi intenzitas.
Ezek alakulasat a 3. abra mutatja 75 és 95 éves kor kozott. Azért ezen a kortartomanyon kerdlt

1o

abrazoldsra ez a két mutato, mert a késobbiekben a becsléseinket ezen korok kozétt fogjuk elvégezni.

2. abra: Eloszlasfiiggvény 0 és 110 éves kor kozott.

A halanddsagi tabla alapjan meghatarozott eloszlasfliggvény
1.00- .

0.75-
0.50- /
0.25-

0.00 —42/

\ '
0 30 } 60 90
Eletkor

Forrds: sajdt szerkesztés

3.4abra: 75 és 90 éves kor kozotti talélési valosziniiség és a halalozasi intenzitas alakulasa a kor fiiggvényében

A tulélési valoszinliség és a halalozasi intenzitas alakulasa

0.25- ///

75 80 .85 90 95
Eletkor

— Y — K

Forrds: sajdt szerkesztés
5.2. Momentumok a diszkrét adatokbdl

Jelolje momy (x,) a halanddsagi tabla adatai alapjan szamitott x, éves kori k. momentu-
mot. A korabbiakban a momentumokra kapott képletek és osszefiiggések folytonos ttlélési
fuggvény esetén alkalmazhatok, de a halanddsagi tabldban diszkrét id6pontokra vonatkozé
adatok szerepelnek. Az élettartam momentumait (Chakraborti, Schoemer Jardim, & Epprecht,
2017) alapjan a kovetkezo6 képletek segitségével szamolhatjuk ki:
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maom, (x) = Z P(L>1)= Z Po " - Pe-1, (52)
t=0 t=1

w—Xg w=—xg

momy(xp) = ) (¢ +DF=ePL >0 = Y (€+ D = po- wpics (53)
t=0 t=1

Egy masik modszerhez a momentumok meghatarozasara el9szor a diszkrét stirtiségtiigg-
vényt kell megadnunk. Ez legyen f (x, 4 t) == w,ﬁt I, akihaldsi rendet jeloli.

Xo

A halandésagi tabla adataibol szamolt stirtiségfiiggvény képét a 4. abra mutatja. Ekkor
a momentumok

w=xg

momy (xg) = Z flo+0-t, (54)

t=0
w-x,

momy (xo) = Z flrg +1) - t*. (55)

t=0
4. abra: Siirtiségfiiggvény a halanddsagi tabla alapjan

A halanddsagi tabla alapjan konstrualt striségfliggvény

0.03-
0.02-

0.01-

0 30 . 60 20
Eletkor

Forrds: sajdt szerkesztés
6. Paraméterbecslések

Ebben a szakaszban a 2017-es magyar halandosagi tabla adatait probaljuk megbecstilni a
korabbiakban bemutatott CIR-modellt kovetd halalozasi intenzitas segitségével. A becslések
Osszehasonlithatdsaga miatt minden becslést a [75,95] éves korintervallumon fogunk elvégezni.
A korabbi jeloléseket hasznalva igy most x,=75 és w=95.

Biztositas és Kockazat  VIII. évfolyam 3-4.szam | 107



DIFFERENCIALEGYENLETEK AZ ELETBIZTOSITASBAN

A most bemutatandd becsléseink esetén minden esetben azt feltételezziik, hogy a tényleges
halalozasi intenzitas egy eredeti CIR-modell segitségével leirhato. A becslések célja tehat ezen
CIR-modell a,b,0 paramétereinek a becslése. A szamitasok soran a 0=[a,b,d], illetve a 0=[a,b,0,44, |
vektorokat becsiiljitk numerikus minimalizalas segitségével. Kiilonb6z6 becslésekhez a halanddsagi
tabla kiilonbozé adatait hasznaljuk fel, de a végs6 eredmények bemutatasa és 6sszehasonlitasa a
tulélési valoszintiségek ttjan fog megtorténni a (38) - (40) egyenletek felhasznalasaval.

Megjegyzés.

A késdbbiekben haszndlni fogjuk a po=., =y, kezdeti vagy kiindulé haldlozdsi intenzitdst
ismert és ismeretlen paraméterként is. Abban az esetben, amikor ismertnek tessziik fel, akkor a
halanddsdgi tdbla diszkrét adatainak a segitségével kozelitjiik a kovetkezdképpen: u. ~- In(p,,)
(Zeddouk & Devolder, 2020).

6.1. A becslési modszerekrol
6.1.1. Legkisebb négyzetes becslés

A kiinduld, referencidnak is mondhato becslési modszer a (Zeddouk & Devolder, 2020)
cikkben is alkalmazott legkisebb négyzetes becslés (OLS becslés) lesz, amelyet magukra a
tulélési valdszintiségekre fogunk elvégezni. Zeddouk és Devolder a p, (0) fliggvényt becstilte,
ahol 6 a modell paramétereinek a vektorét jeloli. A mi esetiinkben ,p,=p(0,u,t)=e®"-500 10
ahol A és B (39) és (40) altal meghatarozott.

Jelolje ,p, a halandosagi tabla adataibdl szamolt tulélési valoszintségeket, akkor az OLS
becslés a kovetkezd feladat megoldasaként kaphato:

w—Xg

G6) min > (e b
t=0

a,b,o

A késdbbiekben a kovetkezd két OLS becsléssel meghatarozott modellt vizsgaljuk majd:

modell-1: az (56) minimalizacios feladat eredményeként kapott modell, melyben a y, (=p,5)
ismert parméterként van kezelve.

modell-2: az (56) minimalizacios feladat egy mddositott formédjanak a megoldasaként ado-
dik, melyben a y, (=4,5) ismeretlen parméterként van kezelve. Ekkor a megoldandé probléma a

w=-x,
G7) min Y (b= B
a,b,o,ug £
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6.1.2. Momentum becslési modszer

A momentumokon alapuld becslési modszer 1ényege, hogy az ismeretlen paraméterek
segitségével meghatarozott elméleti momentumokat egyenlévé tessziik a mintdbol szamolt
momentumokkal, és az igy kapott egyenletrendszert oldjuk meg a paraméterekre. A mi ese-
tiinkben a CIR-modell melletti momentumok az (50) - (51) egyenletek segitségével kertiltek
meghatarozasra. A feladatunk tehat a

mom, = EL(8) mom, — EL(8) =0

H =4

: (58)
momy, = EL¥(8)

mom,, — ELX(0) =0

egyenletrendszer megolddsa, ahol 0 ismét az ismeretlen paraméterek vektorat jeloli. Az egyen-
letrendszer k darab egyenletbdl all, ez a k érték az ismeretlen paraméterek szamaval egyezik meg.

Az (50) - (51) egyenletekbdl analitikus titon nem hatarozhaté meg g, b és 0, igy az egyen-
letrendszert numerikus tton kell megoldani. Ezekben az esetekben is meg fogjuk becsiilni
ugy amodelljeinket, hogy a y, paramétert is ismeretlen paraméterként kezeljitkk. A megoldasi
Gtlet, hogy az (58) jobb oldalan talalhato eltérések (valamilyen fiiggvényének) osszegét mini-
malizaljuk. Ezek alapjan a kdvetkez6é modelleket kiilonboztetjitk meg:

modell-3: 4, adott paraméter (k=3) és az abszolut eltérések 6sszegét minimalizaljuk.

mbir1(|rm:n'n1 — EL| + |mom, — EI?| + |mom; — EL?|) (59)
a,n,oc

Az egyre magasabb rend(i momentumok egyre nagyobb nagysagrendii szamokat is jelentenek,
ami befolyasolhatja a becslést olyan médon, hogy sokkal jobban figyelembe veszi a magasabb
rendi momentumokhoz vald illeszkedést, mint az alacsonyabbakhoz. Erre jelenthet megoldast,
ha a hibafiiggvényben normalast is alkalmazunk.

modell-4: 4, adott paraméter (k=3) és az abszolut eltérések normalizalt 6sszegét minimalizaljuk.

) (lmom1 —EL| N |mom, — E12| N [momg — EL3|)

min
a,b,c

(60)

momq momg moms

modell-5: 4, ismeretlen paraméter (k=4) és az abszolut eltérések normalizalt 6sszegét
minimalizaljuk.

. (lmoml — EL| |mom, — EI?| |mom;—EL?| |mom,— EL'*l)
min 3k + +
ab,0,i mom, mom, moms momy, (61)

Utolsoként az OLS becsléshez hasonloan az eltérések négyzetdsszegét minimalizald mo-
mentum becslést is meghatarozzuk majd.
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modell-6: y1, adott paraméter (k=3) és az eltérések négyzetosszegét minimalizaljuk.

(62) mbin((moml — EL)? + (momy — EL?)? + (momg — EL?)?)
a,n,c
Megjegyzés.

A fentiekben leirt modellekben ismeretlen p, esetén csak az abszoliit eltérések normalizalt
osszegét minimalizalo esetet futtattuk le. Ennek oka, hogy a modellfuttatdsok sordn ez a tipus
adta a legjobb eredményeket.

6.2. Becslési eredmények

A becslési eljaras soran az eldzéekben felirt 6 modell minimalizalasi feladatat R-ben vé-

geztiik el. A numerikus optimalizalasok soran a kezdeti értékeket iteralva jutottunk el a most

bemutatasra keriil6 eredményekig, amelyek az 1. tablazatban lathatoak.

1. tablazat: A paraméterbecslések eredményei

a b b Mo
modell - 1 0,073 0,275 0,165 adott
modell - 2 0,029 0,558 0,017 0,007
modell - 3 0,037 0,471 0,092 adott
modell - 4 0,023 0,592 0,022 adott
modell - 5 0,030 0,667 0,052 0,010
modell - 6 0,025 0,635 0,006 adott

Forrds: sajdt tabldzat

A becslések eredményeként kapott paraméterek segitségével kiszamolhatoak az x,=75 éves
korra normalt tulélési valdszintiségek. Ezt a — 75 éves korban 1-bél indulé - tuléléstiiggvényt
jeloljiik Fys(t)-vel.

Megjegyzés.
F(t) P(L=1t)
Flx,) PUL=x)

E 00 = ahol ¢ = x,.

zaz Fxn(t) =P(L = t|t = xp).

Az 5. dbran lathato egyszerre az 6sszes modelliink viszonya egymashoz és a halandosagi
tabla alapjan meghatdrozott talélési valoszintiségekhez. Ennek alapjan az lathato, hogy a
modellek tobbsége meglehetdsen kozel van az eredeti adatokhoz.
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5. abra: A becslési eredmények és a halandodsagi tabla adatainak a viszonya

CIR-modellel becsiilt tulélési valésziniségek

1.00-
0.75-
8 050-
'S
0.25-
0.00-
75 80 ; 85 90 95
Eletkor
-~ Halanddséagi tabla modell-2 == modell-4 == modell-6
=~ modell-1 modell-3 = modell-5

Forrds: sajdt szerkesztés

A tovabbi vizsgalddashoz a modelleket egyesével is dbrazoltuk, hogy kivehetSbbek legyenek az
eltérések. A 6. abra alapjan mar jobban kivehetd, hogy azon modellek esetében, amikor a becslés
soran a y, értéket adott paraméternek tekintettiik, akkor a relativ abszolut eltérések minimalizald
modell-4 alapjan szamolt tulélési valoszintiségek kozelitik meg leginkabb a halandoésagi tabla
adatai alapjan meghatdrozottat.

6. abra: Az ismert yoparaméterrel becsiilt modellek eredménye

CIR-modellel becsiilt talélési valészinliségek

1.00- 1.00- €5 =
= -
075 075- g
= = *
"B 0.50 "B 050 e
LN [Ty Yo,
-
025 0.25 .
3 s
* A
0.00- } ¥ E ' 0.00- } T ; ’
75 80 85 90 95 75 80 85 90 95
Eletkor Eletkor
=#— Halanddsdgitdbla ~®= modell-1 =¢— Halanddsagitabla modell-3
1.00 1.00
0.75- 0.75
£ >
© 0.50- © 0.50
8 [N
0.25- 0.25 2
0.00 . 0 0 “ 0 0.00 0 " 0 0 i
75 80 85 90 95 75 80 85 90 95
Eletkor Eletkor
—#— Halanddsdgitdbla -®= modell-4 == Halanddsdgitibla == modell-6

Forrds: sajdt szerkesztés
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A'7. abra segitségével ossze tudjuk hasonlitani azokat az eseteket, amikor a y, paramért
ismertnek (modell-1 és modell-4), illetve ismeretlennek (modell-2 és modell-5) vettik

2. tablazat: A becsiilt és tényleges tulélési valoszintiségek eltérésének dsszefoglalasa az egyes becslési
modellek esetén

a becslésiink soran

Az eltérések
7.abra: : Az ismert és ismeretlen p, paraméterrel becsiilt modellek eredményének 6sszehasonlitasa minimuma 4tlaga maximuma
modell - 1 0,003 0,031 0,070
CIR-modellel becsiilt talélési valészinliségek modell - 2 0,001 0,020 0,041
o0 100 modell - 3 0,003 0,032 0,074
0.755 0.75 T s
— - e modell - 4 0,000 0,015 0,033
o 3 b
e i e modell - 5 0,004 0,038 0,070
- -
e . = e = modell - 6 0,005 0,029 0,059
teo R
0.00- 1 1 I Y 0.00- | 1 T ; 1
75 80 7 85 a0 95 75 80 2 85 a0 a5
Eletkor Eletkor Forrds: sajét tabldzat
=4 Halanddsagitibla - modell-1 =+ Halanddsagi tabla modell-2

A 8. dbra alapjan is az latszik, hogy a becslési modellek hibdja végig kozel van a 0-hoz, és ha

1.00 1.00 . ’ ’ . . 1176t , , ror
ebbe az abraba belenagyitunk, akkor is fenntarthatjuk ezt az allitast, de ekkor mar lathatova
0.75- 0.75 ; RIVEE INEE I I ’ . 7
= = véalnak az egyes modellek hibéi kozti kiilonbségek is (9. abra).
v 0.50- w 0.50
ju” Iy
0.25- 0.25 r I 7 .. 11 L r r "o ror
8. abra: A tényleges és becsiilt tulélési valosziniiségek eltérése
0.00- ” T T " 0.00- T i’ I ’
75 80 85 a0 95 75 80 85 a0 95 % 5 = . 4. -
Eletkor Eletkor A tényleges és a becsiilt értékek eltérése

=+ Halanddsagitabla - modell-4

=+ Halanddsagitabla -# modell-5

Forrds: sajdt szerkesztés

6.3. Becslési hibak

050~

Az 5.-7. abrakon is latszik, hogy nem mindegyik modellel lehet ugyanolyan 75 80 85 90 95
pontossaggal megbecsiilni a tulélési valdszinliségeket. Az is nagy magabiztossaggal Eletkor
allithatd, hogy a legnagyobb eltérések a tényleges és becsiilt értékek kozott a vizsgalt [ [——

intervallum koézepén vannak. Pontosabb képet a becsléseink josagarol a becslési hi- modell-2 & modell-4 & modell-6

bak vizsgalataval kaphatunk. A 2. tablazatban a becsiilt és tényleges valdszintiségek
kozti eltérések néhany fontosabb mutatéjat foglaltuk 6ssze az egyes modellekre. Az
6sszefoglald tablazatban az eltéréseket 76 éves kortdl kezdédden vizsgaltuk, hiszen
az x,=75 éves korban a normalizalt valdsziniiségek minden esetben 1-et vesznek fel.

Forrds: sajdt szerkesztés
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9. abra: A tényleges és becsiilt tlélési valdszintiségek eltérésének szemléltetése a kiilonboz6 modellek esetén

A tényleges és a becslilt értékek eltérése

75 80 . 85 90 95
Eletkor
—&- modell-1 modell-3 - modell-5

modell-2 —® modell-4 -®- modell-6

Forrds: sajdt szerkesztés
10. abra: Az OLS becslés hibai ismert és ismeretlen p, esetén

Becslési hiba OLS modszer esetén

0.10-
"0
0.05- /./f.,r
> 7
. v i
8 0.00— e v
w e v
o D
-0.05-
—0710- ' ' ' l '
75 80 3 85 90 95
Eletkor

Ismeretlen kezdd haldlozasi intenzitas ~#- Ismert kezdd haldlozasi intenzitds

Forrds: sajdt szerkesztés

114 | Biztositas és Kockazat « VIII. évfolyam 3-4. szdm

HINGYI BALAZS

11. abra: A momentum becslés eltérései ismert és ismeretlen py, esetén

Becslési hiba momentum moédszer esetén

0.10-
0.05-
@ 0.00—= —a—a—?
w
-0.05-
_07‘10_ 1 1 ' 1 '
75 80 85 90 95
Eletkor

- |smeretlen kezdd halalozasi intenzitds - |smert kezdd haldlozasi intenzitds

Forrds: sajdt szerkesztés

Erdekes még megvizsgélni, hogy mennyiben tér el azon modellek esetén a becslési hiba,
amelyek csupan abban kiilonbéznek egymastol, hogy a p, paramétert ismertnek, illetve
ismeretlennek tekintik. A 10. dbrardl az olvashato le, hogy az OLS becslés esetén magasabb
életkorokra pontosabb értékeket kapunk akkor, ha a y, kezdeti haldlozasi intenzitast is isme-
retlen paraméterként kezeljiik, mig az alacsonyabb életkorok esetén pont ez a modell lesz a
pontatlanabb. A normalizélt abszolut hibadsszeget minimalizalé momentum becslés esetén
ismert kezdeti halédlozasi intenzitast feltételezve a becsléseink minden életkorra pontosabbak
lesznek, mint akkor, amikor y-t ismeretlen paraméterként kezeljiik (11. abra).

A becslési hibak vizsgalata utan is meger6sitést nyer a korabban mar megemlitett allitas,
miszerint az ismert kezdeti haldlozasi intenzitds melletti normalizalt abszolut hibadsszeget
minimalizdlé6 momentum becslésnek (modell-4) sikeriilt a legpontosabban visszaadnia a
halanddsagi tablabol szamolt talélési valdszintségeket.

Osszegzés

A dolgozatban réviden bemutattunk a szakirodalom alapjan egy olyan bonyolultabb
sztochasztikus életbiztositdsi modellt, amely sztochasztikusan modellezi a gazdasagi kornyezetet
is a szerz6dések és a halalozasi intenzitas mellett. Ezzel kezelhetévé valt a biztositotarsasagok
tobbféle kockdzata is. Bemutatasra keriiltek az alapvetének gondolt, a szerzddéseket és a hala-
lozasi intenzitast sztochasztikusan leiré modellek is, és lattuk ezen modellek bévithetéségét is,
mint péld4ul a szerz8ddk viselkedésének modellezése. Erdemes azonban megjegyezni, hogy

bar abonyolultabb, tobb teriiletet dtfogd modellek pontosabb eredményeket adnak, és jobban
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csokkentik a biztositok kockazatat, ugyanakkor ezek sem adnak soha pontos eredményt, és
eléfordulhat, hogy a felirasuk, kezelésiik, karbantartasuk feleslegesen sok eréforrast igényel.

A dolgozatban b6vebben a halalozasi intenzitas sztochasztikus modelljét vizsgaltuk meg.
Figyelmiink kézéppontjaba a pénziigyi teriileteken alkalmazott Cox-Ingersoll-Ross-modell
(CIR-modell) keriilt. Ezzel igyekeztiink leirni a haldlozasi intenzitds dinamikajat.

Az elméleti vizsgalddasok soran kiszamoltuk a CIR-modell varhat6 értékét, szorasnégyzetét
és momentumait. A dolgozat szempontjabol a CIR-modell hasznos tulajdonsaga volt, hogy a
pénziigyekben mar régota hasznalatos, mivel igy az elemi kotvény arazasa alapjan meg tudtuk
hatarozni a talélési valoszintiséget a CIR-modelliink paramétereinek a segitségével. Ez alépés
nagyban leegyszerisitette a becslési modelljeink 6sszehasonlithatosagat.

Kovetkez6 1épésként meghataroztuk az élettartam varhatd értékét és magasabb rendil
momentumait abban az esetben, amikor a haldlozdsi intenzitas alakuldsa CIR-modellel irhatd
le. Ez a szamolds szintén a becslési modellek felépitésében jatszott fontos szerepet, mint ahogy
a halandoésagi tablabol szamolt élettartam-momentumok is. Utdbbiakhoz néhany, a diszkrét
adatokbdl momentumokat szamité modszert is megemlitettiink.

A CIR-modelliink paramétereinek megbecsléséhez a legkisebb négyzetes becslési modszert
és a momentumokon alapulé momentum modszert hasznaltuk fel. Ezekkel a modszerekkel
sikeriilt is j6 eredményeket kapnunk az id6skori tulélési valdszintiségekre. A legpontosabb
becslési eredményt az a modell-4 adta, amelyik esetében a kezdeti haldlozasi intenzitast
adottnak vettiik, és a momentumokon alapulé numerikus hibaminimalizalasnal az abszolut
eltérések normalizalt Gsszegének kerestitk a minimumat.

Természetesen maradt tobb nyitott kérdés és vizsgalhato teriilet is a becsléseket illetéen.
Erdemes lehet tjabb, masfajta becslési médszerek kiprébaldsa is az adott problémara, és ezzel
parhuzamosan vizsgalatra érdemes az is, hogy milyen kériilmények vagy feltételek mellett van
lehetdség mas, esetleg bévebb korintervallumokra kiterjeszteni a becsléseket. Erdekes kérdés
lehet, hogy multbeli kohorsz adatokra mennyire illeszkedik jol a modell, és azokbol milyen
kovetkeztetéseket lehet levonni a jelen korra, illetve az is, hogy milyen eredményt kapunk,
ha a mostani nem teljes kohorsz adatokat vetjiik ala hasonld vizsgalatnak. Ugyan a 2017-es
magyar iddskori adatokra jol illeszkedik a CIR-modelles dinamikaju halalozasi intenzitas, ez
nem jelenti azt, hogy mds orszagok adataira is ilyen eredményt kapnank, igy érdemes lehet
kiilénboz6 (tipusu) orszagokra is 6sszevetni a CIR-modell alkalmazhatosagat.

Roviden Osszegezve tehat: a dolgozatban képet adtunk az életbiztositasok sztochasztikus
modellezésérdl, és bemutattuk a halalozasi intenzitas és tulélési valoszintiség, illetve az élettartam
néhany tulajdonsagat CIR-modell altal vezérelt haldlozasi intenzitas esetén. Ezek segitségével
pedig sikeresen becsiiltiik az idds korosztalyra a 2017-es magyar halanddsagi tabla adatait.
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