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A 2010-es években egyre tobb kutatas kozéppontjaban szerepeltek a frakcionalis
modellek. Ebben a tanulmanyban egy olyan egészségbiztositasi modellt mutatunk be, ahol
a biztositottak egészségiigyi allapotat egy Markov-lanc fazistér-elemeinek feleltetjitk meg,
mig az iddparaméternek egy stabilis Lévy-szubordinator inverzfolyamatat valasztjuk. Az igy
nyert duplan sztochasztikus modellben az id6 mulasat befolyasolhatjuk bizonyos szakaszon
felgyorsitva, illetve megallitva azt. Ez a megkozelités konstrukcidjat tekintve hasonlo a
szubordinalt Brown-mozgas pénziigyi felhasznaldsahoz. A modell gyakorlati jelentdségét és
paraméterérzékenységét egy konkrét egészségbiztositasi terméken keresztiil mutatjuk be annak
arazasaban és matematikai tartalékképzésében. A szakirodalom ismertetésén tulmenden az
eredményeken néhany helyen pontositasokat, javitasokat végeztiink.

SUMMARY

In the 2010s more research focused on the fractional models. In this article we introduce a
wellfare insurance model where we can represent the insured’s health status by a Markov chain
with finite state space, in additional we choose an inverse of a stable Levy process for its rando-
mized time parameter. With this double stochastic model we are able to modify the ,time-flow”
by stopping or speeding up it. This approach is similar to the quantitative application of the
subordinated Brownian motion by its construction. The practical significance and the parameter
sensitivity of the model are presented by a given health insurance construction calculating its price
and mathematical reserve. In addition to the description of the literature, we made clarifications
and corrections in some places of the results
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Bevezetés

A pénziigyek teriiletén kiemelt feladat az adott pénziigyi instrumentumokban
rejlé kockazatok felmérése, értékelése és monitorozasa. A kockazatértékeléshez mind
a banki, mind a biztositasi teriileten klasszikus modellek allnak rendelkezésiinkre,
gondolva itt példaul az eurdpai opcié arfolyam-alakuldsat leiré Black-Scholes-modellre
vagy a biztositdintézet csddvaldsziniiségére vonatkozé Cramér-Lundberg-modellre.
Ami kozds e két modellben, hogy hattérben egy stacionarius, fiiggetlen novekmény
sztochasztikus folyamatot feltételeznek: a részvényar geometriai Brown-mozgast kovet,
a karszamfolyamat pedig Poisson-folyamat.

De mi torténik akkor, amikor 4j piaci informaciék hatasara panikszerten fel-
gyorsulnak a piaci tranzakciok (2022. aprilis 5-én az Eurdpai Bizottsag jogallamisagi
eljaras ala vonta Magyarorszagot, aminek hatasara az eurd 371 forintos szintrél kozel
377 forintos szintre er6s6dott a bankkozi piacon kozel 2 ora alatt), vagy amikor az
erds sz¢l miatt tobb kar torténik (a 2022. janudr 30-i szélvihar kapcsan egy napra
hdromszor annyi karbejelentés tortént, mint a 2021-es négyhonapos viharszezonra)?

Els6 esetben a valds adatok is azt mutatjak, kiillondsen egy részvényar alakuldsanal,
hogy vannak olyan idészakok, amikor a jegyzések kis eltérést mutatnak, vagy egyaltalan
nem valtoznak (Janczura és Agnieszka, 2009). Az alapmodellek ezeket a megfigyeléseket
nem kezelik megfelelden. Elsé megoldasi otlet a paraméterek altalanosabb leirasaban
rejlik. Ennek egy lehetséges megvaldsitasa, amikor a Brown-mozgas idéparaméterét
egy masik sztochasztikus folyamattal helyettesitjik, egy inverz a-stabilis Lévy-szu-
bordinétor folyamattal (Magdziarz, 2009). Az emlitett id6-atskaldzassal elériink olyan
id6szakokat, ahol a Brown-mozgas megall, viszont a Markov-tulajdonsagot és a szemi-
martingalitast elveszitjiik vele. A konstrukciot szokas szubordinalt Brown-mozgasnak
is nevezni, maga a konstrukcié pedig manapsag egyre népszer(ibb a pénziigyi teriileten.

A biztositointézet szemszogébol egy adott biztositasi szerz6dés alatti karfolyamat
legalabb ennyire fontos. A klasszikus Poisson-folyamat azonban itt sem tud eleget tenni
néhany - szintén valds adatokon nyugvoé — megfigyelt viselkedésnek. Az ugrasok kozott
eltelt iddk itt fliggetlen exponencialis eloszlast valtozdk, ami a fenti szélvihar esetén
ellentmond az intuicidnknak. Sok esetben a karok kozott eltelt id6 jellemzden vastagabb
farkd, szubexponencidlis eloszlast kovet. Ezt demonstralja az R-ben elkészitett 1. dbra.
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1. abra: a) A dan tlizkarok és b) a chicagoi autébalesetek szomszédos karidopontjai kozott eltelt
id6k logaritmikus tulélésfiiggvényei (6sszehasonlitva az exponencialis eloszlas tulélésfiiggvényével)
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Az 1.a) abrat a dan tiizkarok 1980. januar 1. és 1990. december 31. kozotti adatbazisara
alapozva készitettiik, és az id6ben szomszédos tiizesetek kozott eltelt id6hosszak talélés-
fiiggvényét dbrazolja logaritmikus skalan. A vizsgalt évtizedben mintegy 2 167 megfigye-
léssel tudtunk szamolni. A referenciaegyenes egy exponencialis eloszlas tulélésfiiggvénye,
ehhez mérten az adatsornal a Poisson-folyamat feltételezés teljesen helytallonak bizonyul.

Az 1.b) abra elkészitéséhez a chicagoi autdbalesetek 2015. szeptember 1. és 2022. aprilis
9. kozotti karokat tekintettiik a nappali id6szakban 9:00 és 17:00 kozott (291 803 megfigye-
léssel). Ugyanugy a balesetek kozott eltelt id6 talélésfiggvényét abrazoltuk logaritmikus
skalan, itt az eloszlds jellege inkabb szubexponencialisnak mondhatd.

Ez utébbi megfigyelést szintén kévetné a mar ismertetett modszer, ha a Poisson-folya-
matot at-idéskalazzuk egy inverz stabilis Lévy-szubordinatorral. Ezzel kozelebb keriiliink
a valdsaghoz: lesznek olyan idészakok, amikor ,,megall az id6”, és amikor felgyorsul,
tobb kar kovetkezik be. Az ugrasok kozott eltelt idé Mittag-Lefller-eloszlast lesz, ami
az exponencialisnal vastagabb farokeloszlassal bir. A frakciondlis Poisson-folyamattal
és a biztositasi alkalmazhatosaggal, a rizikofolyamattal részletesen foglalkozik Kumar
et al (2020).

Az igy megalkotott duplan sztochasztikus rendszerek frakcionalis altaldnos elnevezése
gyakorlatilag a sztochasztikat leird frakcionalis differencidlegyenletekkel magyarazhatok,
amely reprezentdciokban megjelennek nem csak egész rend derivéltak is.

Most vizsgaljuk specidlisan az egészségbiztositasi szerz6dések csoportjat. Ezen termé-
kek aktuariusi arazdsanak egyik kozponti eleme a biztositottak egészségiigyi allapotanak
felmérése és az allapotok kozotti atmenetek (megbetegedés, gydgyulds, rokkantsag,
elhalalozds) modellezése. Ehhez természetes megkozelitést adhatnak a folytonos idejt,
véges allapotteri homogén Markov-lancok, amennyiben az allapotokat a biztositott —
szerz8désben is megkiilonboztetett — egészségiigyi allapotaival feleltetjiik meg.

Bar az emlitett tulajdonsagti Markov-lancoknak széles kort irodalma van, analitikailag
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leirhatdk, mégis az egészségbiztositasi teriileten ezek a viselkedések furcsanak, irredlis-
nak bizonyulnak. Gondolunk itt arra, hogy - egyes biztositottak esetén — a valésagban
a megbetegedés valosziniisége nagyban fiigg az életkortdl, a rehabilitacié pedig mind az
életkortol, mind a betegségben addig eltoltott id6tél. Ezt a jelenséget egy Markov-lanc nem
tudja helyén kezelni, éppen a Markov-tulajdonsag miatt az allapotvaltozasok kozott eltelt
id6k fuggetlen exponencialis eloszlast kovetnek, igy a modell csak az aktualis dllapotot
veszi figyelembe, a betegségben eltoltétt idét mar nem.

Masik észszert feltételezés, hogy amennyiben a biztositott egészségiigyi allapota leromlik,
a kezelése soran felszinre kertilhet tobb — korabban még nem diagnosztizalt - betegsége,
amire a szerz6dés fedezetet nyujt, és amit a diagnézistol szamitott rovid idészakon beliil
ellatnanak. Ezzel parhuzamban, ha az egy allapotban eltoltott id6t exponencialis elosz-
ls helyett olyan eloszlastinak tekintenénk, mely a farkakra nagyobb hangsulyt helyez,
az modellként szolgalna mindazon egyénekre, akik szokatlanul gyorsan vagy lassan
haladnak 4t az allapotokon. Ebbe implicit beleérthetjiik a biztosito szemszogében egyik
legrelevansabb hosszuélet-kockazatot.

A problémat 3 dllapotra (egészséges, rokkant, elhalalozott) targyalja Zadeh et al (2014).
Megoldasként itt egy harom-dllapot nem-homogén szemi-Markov-modellt vizsgalnak.
A konstrukciohoz egy homogén Markov-lanc allapotterét novelik meg, ezzel szabalyozva
a varianciat. A halalozas id6pontjanak eloszlasa ekkor fazistipusu eloszlast kovet.

E tanulmany keretében egy masik modellt mutatunk be, mely kezelni képes az emlitett
jelenségeket. Nevezetesen a mar kozolt gondolatmenet segitségével azt a duplan sztochasz-
tikus rendszert tekintjiik, ahol maganak a Markov-lancnak az id6paraméterét feleltetjiitk
meg egy a-stabilis Lévy-szubordinator inverzfolyamatanak. Az igy nyert konstrukciéval
az id6 telését befolyasoljuk a Markov-modell esetén is bizonyos szakaszokon megallitva,
illetve felgyorsitva azt.

A modell részleteiben fellelhetd Hainaut (2021) cikkében. Ezen 6sszefoglalé lapjain
is er6sen tamaszkodunk az ott leirtakra, am tobb helyen pontositottuk, javitottuk az
abban foglalt eredményeket. Mint latni fogjuk a tanulmany tovabbi oldalain is, az igy
megalkotott modell valoban visszatiikrozi a fent leirt elvarasokat.

A tanulmanyban részleteiben megfogalmazzuk, bemutatjuk a fent nevezett frakci-
ondlis egészségbiztositasi modellt, adott paraméterek mentén bedrazzuk, illetve aktua-
riusi szemszogbol értékeljiik azt tetszéleges iddpontban (vagyis matematikai tartalékot
hatarozzunk meg).

Mint mar emlitettiik, a sztochasztikus atskdlazas hatranya az, hogy a Markov- és
szemimartingal-tulajdonsagok csak a kezdeti megkotési iddpontban teljesiilnek, késdbbi
idépontokban nem all rendelkezésiinkre zart képlet az értékeléshez. Matematikailag
arazni ezért csupan a kotvény aldirasanak idépontjaban tudunk.

A késobbi idépontokra megoldast jelenthet a Monte-Carlo-szimuldcio, azonban az
Osszetett sztochasztika kétszeresen dsszetett szimuldciohoz vezetne, ami rendkiviil sza-
molasigényes. Ezt a problémat ezen 6sszefoglald lapjain beliil ugy kivanjuk orvosolni, hogy
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a frakciondlis Markov-lanc folyamatot feltételesen nézziik a szubordinacié filtracidjara.
Ezekkel az eredményekkel a tartalék szimulacioja leredukalddik egy szimulacios agra, a
Lévy-folyamatéra, ezzel nemcsak fair dijat, hanem a biztositdsi szerzédések tetszdleges
idépontbeli értékét (a matematikai tartalékot) is meg tudjuk becsiilni.

A Markov-modell

Az egyszer(sitett modellben a biztositottak egészségiigyi dllapotét reprezentdljuk a (6, ).,
folytonos paraméterti homogén Markov-lanccal, ahol az allapottér az I={0,1,2,...,n} halmaz. Az
atmenetvaloszindség-fiiggvény legyen p, (1)=IP(6=j | 6,=i), melyre teljesiil

ey p;,;j(0) = tl_i}g1+ pij (t) = 8-
Az adtmenetvaldszintiség-matrix ebbdl kovetkezden

() P(t) = [Pl,(t)]u 00’
a folyamat természetes filtraciéja pedig (G, )., Jelolje tovabba a 0 helyen vett derivaltakbol

allo intenzitasmatrixot Q, melynek f6atlobeli elemeirdl megkoveteljiik, hogy végesek legyenek.
Tovabbi jeloléseinkben legyenek az fe €€, J}vektorok az R"* tér azon bazisvektorai, ahol 3

i-edik komponense 1,at6bbi 0, I azn-elemti csupa I vektor, I pedigaz nxn méretii egységmatrix.

Az egyszertisitett alapmodelliinkben haromféle pénzaramot fogunk megkiilonboztetni ugy,
hogya Markov-lanc allapotai pontosan e hdrom pénzcsoport mértékében kiilonbozzenek egymastol.
Fontos feltételiink tovabb4, hogy a kifizetések idében folytonosan teljestilnek. Tegytik fel, hogy a
biztosito c, dijat szed, és a, jaradékot fizet (példaul kérhazi napi elltésra) az i€1 allapotu biztosi-
tottaknak tovabba az i>j ( i#j) dllapotdtmenet esetén d, mérték egyszerikifizetést nyjt (példaul
egy miitét elvégzéséhez). Igy persze d, =0 minden i€l esetén. Vezessiik be az aldbbi matrixokat:

N
3) c=(cocqpercy)T, a=(aga,..,a,)", D= [di'f]i,eoo'

Tegyiik fel, hogy a biztositast a t=0 iddpontban kétjiik, a tartama pedig legyen T>0. A
biztosité koltségeitdl tekintsiink el. Igy amennyiben a folytonos idébeli kamatlab allandé
>0, akkor a kezdeti t=0 idépillanatban az ekvivalencia elvvel kalkulalt nett6 dijra fennall:

E (fOT e Se)cds | go) =E (foTe"”S ejads | QO) +

) -
021 =0 (f e’’s d;; stLJ go)v
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ahol [ dN " az i-j-szdmlalofolyamat megvaltozdsabol eredé Lebesgue-Stieltjes-integral. Az
egyenlet bal oldala a varhaté bevételt, jobb oldala pedig a varhatd kiadasokat jelenti.

Hasonloan felirhatjuk tetszéleges 0<t<T idépontban a prospektiv modon szamolt V(1)
matematikai tartalékot, ami

VT(t) = Y%, Z}f:(? E (ftT e (=0 g, N}
j#i

)+

+E(f e 0 efads|G) —E(f eV el cds|Ge),

)

vagyis a t idépontban még varhato szolgaltatasok és bevételek jelenértékének kiilonbsé-
gét. Az igy definialt tartalékra numerikusan kezelhet6 explicit formula all rendelkezésiinkre
abban az esetben, ha a Q-rI , matrix sajatértékeinek valos részei negativak. Ez tetszdleges
T<eo tartam és 0<t<T idépontra

V() = €3,(Q = 71yy) " (e@me)T-0 — [ Y((@a—©) + (Q © D)1,44), (6)

ahol © jeloli két azonos méreti matrix Hadamard-szorzatat. Ha pedig T=co, akkor

V() = €5, (1l = Q7 (@ = ©) + (QO D)1,44). @)
Megjegyezziik tovabba, hogy tetsz6leges M négyzetes matrixra eM = Y7, Mk:(
az exponencialis fliggvény altalanositottja matrixok esetére.

Mindebbdl egyszertien kiolvashatjuk, hogy példdul a c=a+(QOD) 1_ képlettel meg-
hatarozott dij megfelel a nett6 varhato érték elvvel kalkulalt dijnak barmely tartam esetén
(V' (0)=0, V= (0)=0), viszont a szerz8dés tetsz6leges id6pontjaban 0 tartalékot ad. Ez a
Markov-lanc homogenitasabdl fakadéan nem meglep6 eredmény.

Kiilon kiemeljiik azt az esetet is, amikor maga a szerz6dés csak az n-edik allapotban kot-
hetd, és dij is csak ekkor folyik be (példéul csak egészséges tigyfeleket kivanunk biztositani).
A djj ezaltal egyszertien felirhato,

c=ce, (8)
alaka valamely c>0-val. Az ekvivalenciaegyenletek megoldasa c-re véges, illetve végtelen esetben

cT = en (Q-rlpy) 1 (@4 DT 14 1)@+ (QOD) 1n44) )
e;I;(Q_rln+1)_1(e(Q_rln+1)T_In+1)en g

c® = e;(Tln+1—Q)_l(a+(QOD)1n+1). (10)

en(rlns1-Q ey
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Ezeket behelyettesitve a (6) és (7) egyenletekbe megkapjuk a tartalékra vonatkozo formulat
a (8) specialis alaku biztositasi szerz6dések esetén.

Duplan sztochasztikus rendszerek

A kovetkezd szakaszban ratériink a sztochasztikus id6paraméter és a kétszeresen Gsszetett
sztochasztikus folyamat ismertetésére. Mindez részletekbe menden megtalalhato Sato (1999)
irodalmaban, igy mi csak a leglényegesebb tulajdonsagokat emlitjiik.

Legyenaz (U,) . egy a-stabilis Lévy-szubordinator, vagyis olyan Lévy-folyamat, melynek
trajektoridja majdnem mindenhol monoton nd, névekményeire pedig fennall tetsz8leges
0<s<tesetén az

(11) U-U. = (t-5)= U,

eloszldsban vett egyenldség. Itt az U, egy specidlis a-stabilis eloszlasti valészintiségi valtozo,
aminek karakterisztikus fiiggvénye

— itus; ) — _ an | a i Ta
@y, () = ]E(el 1) = exp( cos = |t] (1 isgn(t)tg 5 )),

(12)
illetve a€[0,1).
Az (U, ),,, folyamat természetes filtraciojét jelolje (F,) . . Ennek segitségével bevezetiink

egy uj szubordinatort. A jelzett folyamat inverzfolyamata alatt azt az (S, ), folyamatot értjiik,
amit az

(13) S=infl 120:U, 21},

szintelérési id6k hataroznak meg.

Két ilyen folyamat trajektdridjat szemlélteti a 2. abra kiilonb6z6 a értékek mellett,
pirossal a Lévy-szubordinatorét, kékkel annak inverzét. A bal oldalin észrevehetjiik

azt, hogy az [1.5,3.5] intervallumon a folyamat megall. Az ilyen véletlen szakaszokat
kés6bb az id6 megallasaval fogjuk azonositani, ahogy azt a bevezetében emlitettiik.
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2. abra: a-stabilis Lévy-szubordinator és inverzfolyamata, a) a=0.5, b) a=0.95.

541 —U, - 59 —U,
—S —S,
4 1 4
3 A 3
2 A 2 4
14 1
0 v 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

srer

az a—>1 — limesszel U ~1 sztochasztikusan. Eszerint a késbbiekben az a=1 jel6léssel a nem
at-idé-skalazott folyamatra kivanunk utalni. Ez az észrevétel a 2. abran is visszatiikr6z6dik, 1-hez
kozeli o mellett a ,,nagy” ugras valoszintisége kicsi.

Definiciobol kovetkezéen az 4j mozgas valoban szubordinator marad, trajektéridja majdnem
biztosan 0-bdl indul, am a trajektoriak balrdl folytonosak, jobbrol hatarértékkel rendelkeznek, ezaltal

{S<ti={U.>t}, (14)

minden s>0-re s<Us_, tovabbd az inverzfolyamat nem feltétleniil lesz Lévy-folyamat tébbé: a
fuggetlen novekménytiség és stacionaritas — igy a markovitds is — kivész bel6le

Nem szabad szem eldl téveszteniink tovabbra sem, a tanulmany célja a bevezetés alatt allo
modszerek biztositasi teriileten valo megszolaltatasa. Egy €16 szerzédés esetében ugyanis elen-
gedhetetlen, hogy azt a tartama alatt barmely idépontban értékelni tudjuk pénziigyi, kockazati
szempontbdl (nem csak a megkotés iddpontjaban). Ez indokolja, hogy ebben a részben kiemelt
hangsulyt fektetiink olyan feltételes vizsgalatokra, melyek kell6 id6beli rugalmassagot biztositanak,
illetve pétoljak a korabban megemlitett hianyossagokat.

Mindez technikailag azt jelenti, hogy tulajdonképpen feltételesen vagyunk kivancsiak

az (S, )zo folyamat névekményeire. Formalizdlva valamely g:R —>R _fiiggvényre minden
0<s<t mellett szeretnénk kiszamolni az

E(g(S-S.) | Fs,) (15)

feltételes varhato értéket (ahol ez 1étezik).

Biztositas és Kockazat « IX. évfolyam 3-4.szam | 79



TOBB-ALLAPOTU FRAKCIONALIS MODELLEK A BIZTOSITASBAN

Eszrevehetjiik, hogy tetszéleges MER™" matrix esetén a (15)-ben alkalmazott g(x)=e*
fiiggvénnyel a feltételes matrix értékii Laplace-transzformaltat kapjuk meg. Hainaut (2021)
kiszamolta, hogy ez az eloszlas feltételesen matrix Mittag-LefHler-eloszlast, pontosabban

(16) E(eMS | Fy,) = Eaa(M(t = Us,)") L, zey + I L,

o Mk ot LT A .. . .
ahol Eqopz(M) = X3, Teocep & Mdtrix értékii Mittag-Leffler-fliggvény, valamint I _,
jeloli az x€ H esemény indikator valoszintségi valtozojat (H valoszinliségi mezén mérhet6 halmaz).

A tanulmany ezen pontjan ratérhetiink a bevezetében emlitett konstrukcid ismertetésére.
Maradva eddigi jeloléseinknél, legyen a (8,),., olyan homogén Markov-lanc, mely fiiggetlen
az (U,),, és az (S,),,, folyamatoktol egyardnt. A természetes filtracidja tovabbra is (G, ),
atmenetvaldszintiség-matrixanak (P(t)) elemei teljesitik az (1) kényelmi feltételezést, intenzi-
tasmatrixdnak (Q) féatlobeli elemei pedig végesek.

Ekkor tekintsiik a (6s, )., sztochasztikusan id6-atskaldzott folyamatot. Ebben az esetben
»ertelmes” médon definidlni tudjuk magénak a folyamatnak az igynevezett P_frakcionalis
atmenetvaldszinliség-matrixat, ami a

P (estz =J | Tss'gsrl) =

—ad - _
(17) = Z?=0 H{estff} <[F(a_0:1) f(’tl Usg X9~ 1Eq1 (Q(tz _ USS _ x)(x) dx] j H{Ussstl} n

i,

[Eq1(Q(t, — Uss)a)]l.‘j Tyg <ty + [Tnaali H{t2<USs}>

altalunk pontositott eredményt felhasznalva tetsz6leges s<t <t  idépontokra teljesiti a

nn

(18) Pu(tnts | 7s,) = (P (05, =] 05, =0.7,))

i,j=0,0

megfelelést.

Ezt az alakot latva felfedezhetjitk a nem atskalazott Markov-lanc P(¢) dtmenetvald-
szintiség-matrixszal kapcsolatos analdgidt, az ottani jelolés szerint csupdn a p, . (S;, -S;)
fuggvények feltételes varhato értékét nézziik. Szeretnénk jelezni tovabba, a P, fiiggvény (t,,t,)
kettés iddargumentuma azt kivanja hangstlyozni, hogy a szubordinalt esetben a (6s,) .,
Markov-lanc a t-id6paraméter szerinti stacionaritasat is elvesziti, igynevezett inhomogén
“rejtett” Markov-lanchoz jutunk.
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Frakcionalis differencialegyenletek

A sztochasztikus folyamatok hatterében gyakorta az eloszlasokra vonatkozd, azok “fej-
16dését” leird parcidlis differencidlegyenletek allnak. Ebben az aspektusban szemlélddve
egyfajta altalanositasra nyilik lehetdségiink, amennyiben értelmeznénk a derivaltakat nem
csak egész rendekben is. A kiterjesztési lehet6séget mar a XIX. szazadban vizsgaltak neves
matematikusok (Laplace, Fourier, Riemann, Liouville, Heaviside). Ezen a vonalon jutunk el
a frakcionalis differencialegyenletek elméletéhez, amelyeket részletekbe menden numerikus
példakon keresztiil mutat be Podlubny (1999) konyve.

Kisebb kitéroként megjegyezziik, hogy bevezetoben emlitett frakcionalis modellek frak-
cionélis elnevezése éppen a mogottitk megbuvo frakcionalis differencidlegyenletekbdl fakad.

Ismert példa Einstein 1905-6s eredménye vagy kozvetleniil a Fokker-Planck-egyenletek

2
( 1 g L
Brown-mozgés p(x,t) = —e"z slirtiségfiiggvényei kielégitik a

alapjan, hogya (B;) =

hévezetési egyenletet:

t=0

GPED =3, p(0) = 8(). (19)

2 dx?
Amennyiben pedig tekintjiik a (13) folyamattal 4t-idéskalazott (Bs, ),,, Brown-mozgést,
gy annak p_(x,t) stirtiségfiiggvényei kielégitik az alabbi frakcionalis differencidlegyenletet
(Meerschaert és Straka, 2013):

dZ
DEpa(x,t) = 2=pa(x,8),  Palx,0) = 8o(x), (20)
ahol D* a Caputo-féle frakciondlis differencidloperator, definici6 szerint 0<n-I<a<n,

(nEN) esetén tetszdleges f fiiggvényre

DEF() = s e = )" 5L (5) ds, 1)

ahol létezik.

A (18) fiiggvény frakcionalis elnevezése hasonloan a frakcionalis differencidlegyenletek
témakorével osszefiiggésben keriil szoba. Ugyanis az id6-atskalazott Markov-lancoknal az
Kolmogorov-féle differencialegyenlethez hasonlé — immar frakcionalis — differencialegyenletet
tudunk megjelélni. Legyen ugyanis tetsz6leges s,x>0 szimok mellett f(x)=P, (s,U;, + x |:Fs$ )
amire teljestil, hogy
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(22) D f(x)=Qf{x).

Ezta D *f(x) kifejezést értelmezhetjiik tigy, mint az intenzitdsmétrix frakciondlis analogonjat.
Az sszefiiggés hatterében valoban az all, hogy a Caputo-féle frakcionalis differencialoperator
sajatfiiggvénye a Mittag-LefHler-fiiggvény.

Fazistipusu eloszlasok

Erdemes kitérniink arra a specialis esetre is, amikor a rejtett Markov-ldncunk allapotteré-
ben az egyik allapotot elnyel6 allapotként, a tobbit pedig tranziens dllapotként definidljuk. A
biztositasi teriileten ezt azzal feleltetjiik meg, hogy az egészségbiztositasi szerzodés fedezetet
nyujt halal esetén is a biztositottak szdmara.

Ismert, hogy egy homogén Markov-lanc esetén az elnyelddésig eltelt id6 eloszlasa fazisti-
pust eloszlast kovet. Az at-idoskalazott esetben nagyon hasonlot tudunk allitani. Legyen a
0. allapot az elnyel§ allapot, és

(23) { =inf{ t20:65,=0}

az elnyel8désig eltelt id6 valszintiségi valtozoja. Irjuk fel tovabba az intenzitdsmétrixot
a kovetkezd alakban:

(2 %)

ahol Q a tranziens allapotokhoz tartoz6 nxn-es almatrix. Amennyiben 7€R" a kezdeti
eloszlds vektora a tranziens allapotokra szoritva (nk:]P’( Gozk), k=1,2,...,n), ugy az elnyel6désig

eltelt id6 ugynevezett frakcionalis fazis tipusu eloszlast kovet, mely kapcsolatban all a Mit-
tag-Leftler-fliggvényel, pontosabban

(25) P < t—5 ]G5, Fs,) = (1 - €], Eqn(@t — Us,)")1,) Ty <oy

Frakcionalis modell

A frakcionalis megkozelitésben az el6z6 modelliinket médositjuk annyiban, hogy a
determinisztikus idgskalat a korabban latottak szerint az a-stabilis Lévy-szubordinétor in-
verzfolyamatdra cseréljiik. A jelolések megtartasa mellett észrevehetjiik, hogy a £>0id6pontig
rendelkezésiinkre 4ll6 informacié a Markov-lancbdl és a szubordinaciobdl fakad, vagyis
a feltételiink a (G, ,F, ) o-algebra-rendszerekre vonatkozik. Az F-re vonatkoz¢ feltételhez
hozzaftizziik azt a megjegyzést, hogy bar az altala reprezentalt rejtett sztochasztikus ora a
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gyakorlatban nem figyelhet6 meg, mégis vannak a biztositott egészségiigyi viselkedésére,
korképére (pl. megbetegedés) vonatkozdan ismereteink. A legfontosabb tartalma mégis az o
paraméter, hiszen ez az egy paraméter befolyasolja az egészségiigyi id6telés sztochasztikajat,
illetve az allapottranzitok el6forduldsi gyakorisagat, amit a szimulaciok soran tovabb vizsga-
lunk. Ez alapjan ebben az esetben az (5) tartalékképlet az alabbiak szerint médosul:

V() = Seo S E ([T e 760 dyj AN | G, s, ) +
JET
LE (ftT e T(s—t) egssa ds | gSt'fFSt) _ (26)

—E(J/ eV ef cds|Gs, Fs,).

A tagokat a nem-frakciondlis esethez hasonléan kiilon megallapithatjuk. A kifejezések
felirasanal Hainaut (2021) eredményeit pontositottuk a szakdolgozat keretén beliil.
Véges T<oo biztositasi tartam esetén (26) tartalék tagjaira teljesiil egyrészt

E (ftT et egss ds | Gs,» Tst) S é (1 — e_T(UStAT_t)) n

( ) 7
B _ Qky(ka+1,r(T-Us,)
U, t o
+ (e r(Us, )egst Y=o rk'l+1r(ka+1)t )H{UstsT};
masrészt pedig

T

o Z;';q E (ft e~ T(—t) d; dNSlSI | Gs,» TS:) =
j#i
Qky(kaﬂx,T(T—Ust)) (28)

_ ,—r(Us,—t o
=705 )egst Ym0 e geare QO D) 1nis lyg <ry-

Az el6z6 képletekben tetszéleges pozitiv s,w-ra y(s,w) jeloli az alsé nem-teljes gamma
fiiggvényt, definici6 szerint y(s,w)=/"x"" e* dx.

Hasonldan a nem-frakciondlis modellhez, itt is meg tudjuk hatarozni a tartalékban el6forduld
tagok értékeit hatdrozatlan tartamu szerzédések esetén. A T->oo hatdrdtmenetben P(Us, <T)->1,
igy az integralok létezése mellett
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E (ftw e 70 egss ds | gst,TSC) =
29) (U0

1_e_r(U5t_t) o\ —
=eg + egst r (In+1 - Qr Ot) 1)

= €g;,

illetve ugyanekkor

?:0 Z%? lE(ftOO e~ T(s-10) di,j dNSi;j | gst,TSt) =
(30)

e_r(ust_t)

—— (o1 = Qr™)7H(Q O D) 144

—al
= eeSt

Ezen a ponton megjegyezziik, hogy az integralok létezésének feltétele, hogy p(Qr < )<I
teljestiljon, ahol p(M) jeloli az M matrix spektralsugarat. Ekkor ugyanis

e 52, Qr ) =, - Qr)’

Ez valdjaban 6sszhangban all az x—E,; (Qx* ) matrix értékii Mittag-LefHler-fiiggvény
Laplace-transzformalthatosagaval, amir6l tudjuk, hogy 1étezik azon AEC szamokra, melyekre
Re(1)=0 és p(QL* )<1.

Osszefoglalva tehét a frakcionalis modell esetén definialt (26) tartalék az alabbi alakba
irhato tetszéleges T<co tartam és 0<t<T esetén

1_e—r(Ust/\T—t)

Vi) =———ej,(@a-0o+

(32 +€_r(USt_t)egst Yz Q" rlkarr(r-vs,)

rka+ir(ka+1) @@-o H{USrST} +
(ka+a,r(T—U5t))

_ _ o y
te(Us, t)egSE 280 @ ~ererimrg~ QO D)Ly L ery.

Ha pedig Qr  spektralsugara 1-nél kisebb, tigy a T=co szerzédések tartaléka

-r(Ug, -t
(32) @ =2 e -+
e—r(ust—t

)
e (s = Q)@= ©) + — (g — Q) H(Q O D)Ly
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Amennyiben a kezdeti dfjat nettd varhato érték elvvel szamoljuk, U =S, =0, akkor a tar-
talékra kapott (32) képlet miatt teljesiil véges T<eo id6horizonton, hogy

y(ka+1,rT)
rke+ir(ka+1)

y(ka+a,rT)
rka+ar(ka+a)

0 = eg, M=o Q* (@a—c)+eg X, Q~ QOD)1,,,. (34

Ennek az egyenletnek egy lehetséges megoldasa a dijra

o =i, )
_ x Yka+1,7T) . Y(ka +a,7T)
c=a+ (Z Q rkoe+H 1T (ka + 1) kzzo Q TR (ko + a) QO D)1,4;.

k=0

Tegytik fel most is, hogy a szerz6désbefogadas és dijeléiras csak a biztositott egészséges
n-edik dllapotéban torténik (8 =n). Ezéltal az el6z0 dij csak az n-edik komponensében nem
0 (c=c_e ), pontosabban megegyezik

y(ka+1,rT) ) T( e k  Y(ko+o,rT)
- ——— |a+e - —_—
rKo+1r(ka+1) n|Zk=0Q rka+arka+o)

T(yo qk_Ykat1rD)
en(Zk:OQ RO (kar 1))

Ty k
€n (Zk:o Q (35)

)(QOD)1n+1

Cq =

Egy T=o0 szerz6désre hasonldan szamolhatunk dijat, egyik kézenfekvd megoldasra hasonlo
megkozelitésben adodik, hogy

c=a+r*(QOD) 1 (36)

n+l"

[gy ha megint feltessziik, hogy szerzédésbefogadas és dijbevétel az n-edik 4llapotban
torténik, akkor hasonlé képletethez jutunk c_-ra:

oo = S0 ™) atel rU1-Q) QOD)1n4y
o el (rI-Qri—o)~le,

(37)
Ezen a ponton ravildgitunk arra a tényre, hogy az imént szamolt (35) és (37) értékek a=I-re

visszaadjak a nem-frakcionalis modellben hasonléan megadott (9) és (10) dijakat.
Paraméterbecslések

Ebben a szakaszban réviden szot ejtiink a modell paramétereinek természetérél, becslési
eljarasukrol, amit Hainaut (2021) is javasol.
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A szerz8désben rogzitett pénzaramon és a piaci hozamon tulmenden a legnagyobb kihi-
vast itt a kettds sztochasztikat meghajté o (mint a rejtett sztochasztikus 6ra), illetve a Q (mint
az allapotok kozotti atmenetvaloszintiségek reprezentansa) paraméterek kijelolése jelenti.

Abiztositonak azonban rendelkezésre allnak a biztositottak id6beli karigényei. Ezaltal elegen-
do csupan aktudriusi médszerekkel megbecsiilnia P_(0,s |T0 ) atmenetvaloszintiségeket adott
s id6pontokban. A modell gyengesége is ezen a téren nyilvanul meg leginkabb, a fentnevezett
fiiggvény becslésére ugyanis nem ismeriink sztenderd eljarast, igy tovabbi kutatasokra van sziik-
ség. A gyakorlatban azonban gondolhatunk olyan jogilag megengedett eszkozokre, mint a kor,
életmdd, egészségi allapot szerinti differencidlasra a mar meglév adatok alapjan.

Amennyiben rendelkezésiinkre dllna P, (0, | F, ), ugy a (18) egyenletbdl kiindulva a keresett
paraméterértékek mar a legkisebb négyzetek modszerével becsiilhetdk a kovetkez6k szerint.
Ha

(38) AG | 4Q)=P, (05 | F,)-E., (Qs*),

akkor az a, Q paramétereket az

39) (8,Q) =arg miqn tr(A(s | ¢, QTA(s | @, Q)
a,
minimum adja meg.
Szimulaciok

Mas megkozelitésben szeretnénk illusztralni a modszert a dijmeghatarozasra és a tartalék
szimuldlasara egy olyan biztositasi szerz6dés esetén, mely feltételei kozott pénziigyileg 4 allapotot
kiilonboztet meg egymastol. Mindekozben érzékenységvizsgalatot is végziink az id6-atskalazast
biztosité a paraméter szerint.

Tehat tegyiik fel, hogy a szerz6dés kétféle betegségre nyujt fedezetet (1. és 2. allapot), valamint
halal esetén (0. 4llapot) egyszeri kifizetést nyujt. A megkotés pillanatdban a biztositott “egészsé-
gesnek” (3. allapot) mindsiil, dijat csak ebben az allapotban fizet. A Markov-lanc atmenetvalé-
szin(iség-, illetve intenzitasmatrixa alakuljon az aldbbiak szerint

0 0 0
0.5 0.05 035
01 0.7 015/

(40) P(1) =

i.i 0.01 004 01 085
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amivel

0.00 0.00 0.00 0.00
0.1362 -0.7160 0.0460 0.5338
0.0495 0.1653 —0.3728 0.1580
0.0047 0.0505 0.1298 —0.1850

(41)

A (40) atmenetvaldszintiségmatrix elemei szerint az els6 betegség sulyosabbnak mi-
noésiil, amennyiben a haldlozdsi valoszintiségeket vessziik figyelembe, ellentétben azzal,
hogy a 2. allapotbdl jelentésen nagyobb a felépiilési valdszintség.

Ezekbdl kiindulva a tulélési valdszintiség (25) formuldbdl adddik (a kezdeti allapot a
3. allapot), ennek logaritmusat pedig kiilonb6z6 a paraméterszintek mellett a 3.a) abran
rajzoljuk ki. Ahogy a képen is latszik, nagyobb « érték mellett a tulélés esélye csokken.
Azt is megfigyelhetjiik, hogy az ilyen dtmenetvaldszintségekre a nem datskalazott eset
(a=1) fazistipusu eloszlasa exponencidlisnal gyorsabban lecseng6 farokeloszlassal bir, ami
a tényleges halalozasi adatokon megfigyelhetd, amint a 3.b) dbran is mutatjuk.

3. abra: a) A négy-allapotu frakcionalis egészségbiztositasi modell logaritmikus tulélésfiiggvénye
kiilonbozd « szintek mellett, valamint b) az 1950-1960 kozott sziiletett 30 éves korukat megélé magyar

lakossag tulélésfiiggvénye a T tartam fiiggvényében.

t (év) t (év)

0 2 4 6 8 10 30 40 50 60

0 1 1 1 1 ) 0 L L )
0,05 1 1 ——1950
= ——1951
é 0,1 A E 1952
o 1953
o ——1954
= -0,15 -1 1 ——1955
——1956
] J ——1957
0,2 \ ——1958
- ——1959
-0,25 - =09 R -0,25 4 ——1960

Forrds: sajdt szerkesztés
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1. tablazat: A spektralsugarak értéke kiilonbozo a szintek mellett a vizsgalt példaban, illetve az a-khoz Tegytik fel, hogy a biztositasi szerz6désben foglalt pénzaramok a kovetkezok:
tartozd hatarkamatlab
0 0 0 0 O
o p(Qr=) Hatarkamatlab a= 1 s D= 10 0 0 O (41)
2 10 5 0 0
0.5 4.196 52,82% : 105 00
0.7 8.461 63,39% Itt a szamok valamely monetdris egységeknek feleltetheték meg.
0.9 17.060 70,15% A feltételink miatt a dij ¢"=(0,0,0,¢) alaku, ahol ¢ pontos értékét (35) képlet szerint szamol-
hatjuk. Az eredményeket a 4. abran jelenitjitk meg kiilonbo6z6 « szintek és T€[1,20] tartamok
1 24.226 72,68% mellett.
Forrds: sajdt szerkesztés 4. abra: a) A négy-allapotu frakcionalis egészségbiztositasi modell dija a T tartam fiiggvényében kii-
16nb6z6 a szintek mellett.
A kovetkezdkben tekintsiik a kockdzatmentes piaci hozamgorbét r=3%-on vizszintesnek. 1 o5
Ez alapjan kiszdmoljuk a konkrét példa szerinti Qr* spektralsugarat kiilonb6z6 « értékek o] 09
mellett, melyeket az 1. tdblazatban foglaltunk ossze. '
£ 1
Mivel ezek rendre 1 f6lott alakulnak, elé6fordulhat, hogy a hatarozatlan tartamra 8 N //
adott (33) egyenldség nem teljesiil (nem létezik az integral), igy nem alkalmazhatjuk 05 1
kovetkezetesen a tartalékra és igy a dijakra vonatkozo6 aszimptotikus szimulaciokat
végtelen id6horizonton a frakcionalis modellek esetén. Itt ismét hangsulyozzuk, hogy 0 L —
az a=I esetben mar nem a p(Qr = )<1 feltételre van sziikség a (7) fennalldsahoz, hanem O 2 020 90
a Q-rI matrix sajatértékeinek negativitasara, amit természetes mddon maga utdn von a T(&v)
spektralsugarakra tett feltétel. Forrds: sajdt szerkesztés
Ezen a ponton érdemes megemliteniink, hogy a (31)-re tett spektralis feltételiinkbdl meg- 2. tiblazat: A nett6 dijak szamszerii adatai a vizsgalt példaban.
hatdrozhatjuk azt a hatarkamatldbat, ami folotti barmely kamatlab esetén biztosan létezik
a hatarozatlan tartamu szerzédéseknek (33) és (7) alaku tartalék-elééllitasa. Ez konnyen « T=1 T=5 T=10 T=20 T=30 T=co
szamolhato az alabbi képlet szerint:
0.5 0.715 0.642 0.654 0.678 0.693 -
(42) r=p(Q)"™).
0.7 0.662 0.820 0.904 0.967 0.991 -
Az o szerinti értékeit szintén az 1. tablazatban jelenitettiik meg. Lathatjuk, hogy nagysag-
rendben (jellemzéen 50% f6lott) az empirikus adatokat béven meghalado értékeket kapunk. 0.9 0.591 1.039 1.248 1.379 1.418 -
Ezen atmenetvaldszintségek mellett nem képeziink tartalékot a hatdrozatlan tartamu biz-
tositasokra. 1 0.551 1.166 1.467 1.652 1.711 1.761

Forrds: sajdt szerkesztés
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90

A korabbi aszimptotikara tett megjegyzésiink ezen dbra esetén éppen azt jelenti, hogy
a dijszintek T—>oo esetén a<lI értékekre nem feltétleniil konvergalnak. Azonban tetsz6leges
véges T érték mellett a dijszintek meghatarozhatok. A kalkulalt dijak szamszaki értékeit a 2.
tablazatban mutatjuk ki. Megfigyelhetjiik, hogy magasabb « szint mellett magasabb dijat kér
a biztosito. Ez alecsokkent tulélési valoszintiséggel magyarazhato, valamint az elhaldlozassal
jaro magas kifizetésekkel.

Végiil szemléltetjiik egy T=20 évre sz0l6 biztositasi szerz6dés t=10 évre vonatkozo
tartalékat a (32) formula szerint. Ehhez az R program stabledist programcsomagjanak
segitségével 1 000 a-stabilis Lévy-szubordindtor inverzfolyamatot szimulaltunk kiilonb6z6
a értékek mellett, valamint megnéztiik a kiilonbséget azok kozott az esetek kozott, amikor

» r

a biztositott t=10 idSpontban az 1., illetve 2. "beteg” allapotokban van.

5.abra: Egy T=20 tartamu szerz6dés szimulalt tartalékai t=10-ben kiilonb6z6 « szinteken és allapotokban

Az 5. dbra négy szimulacié hisztogramjat mutatja a=0.7 és 0.9 értékek mellett akkor,

amikor 65, =1, illetve 65, =2.

3. tablazat: Tartalékszimulaciok eredményének elemzése kiilonbozé a szintek és O 10 kezdGallapotok mellett

BODOLAI ELOD ISTVAN
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o0 200 - 3
3 00 2 300 A
2 150 A o
[} 2 200 A
@ 100 - ®
50 | 100 -
O T T T T -‘TrL 0 B
4 5 6 7 8 9 3 4 5 6 7 8 9
Tartalék (Bsmzl, a=0.7) Tartalék (65 =1, a=0.9)
300 - 350 -
250 - 300 1
250
20200 - &
£ 150 5207
o = o
*i -5 150 -
& 100 - 3 100 |
50 ] 50 -
O T T T IA.- T T O -
11 12 13 14 15 16 17 18 9 11 13 15 17

Tartalék (6510:2, a=0.7) Tartalék (65 =2, a=0.9)

Forrds: sajdt szerkesztés
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Kvantilis
Os,, a Atlag/Erték Széréds
5% 95%
0.5 7.582 1.438 4.998 8.639
0.7 6.190 1.888 4.232 8.639
1.
0.9 4.205 1.645 3.343 8.639
1 2.804 - - -
0.5 15.817 1.984 12.284 17.279
2. 0.7 14.061 2.674 11.040 17.280
0.9 10.932 2.536 9.550 17.279
1 8.624 - - -

Forrds: sajdt szerkesztés

Mint léthatjuk mind a négy esetben, az eloszlds bimodalis. Amikor 605 =1, akkor az egyik
cstics 8.64 értéknél alakul, ami azon szimuldciok sordn jon létre, amikor Us,,>20, vagyis amikor
a t€[10,20) intervallumon megall az id6, a pénzaram igy csak a megfelel6 komponense jaradék
formaban. A mésik eloszldscstics magabol az Us, folyamat véletlen trajektoridjabol fakad akkor,
amikor Us,,<20.

Os,,=2 feltétel esetén hasonlé megallapitdst tehetiink, az egyik cstics a 17.28 érték, mig a mésik
hasonldan a tiszta véletlen folyamat szarmazéka.

A 3. tablazatban szamszerten foglaljuk 6ssze még tobb o érték mellett a szimulaciok ered-
ményeit (atlag, szoras, 5%-os és 95%-os kvantilisek).
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Kiolvashatjuk, hogy a 95%-os kvantilisek is tobbnyire a Us >20 szimuldciés esetekben kapott
specialis tartalékértékek koriil alakulnak. Jelezziik tovabba azt is, hogy a=I esetben a tartalék
értékéta (6) és (7) formulak szolgaltatjak szimunkra, amit konkrét érték lévén nem szimulalunk,
igy a szorast és kvantiliseket ott nem értelmezziik.

4. tablazat: A [10,20] intervallumon val6 ”idomegallasnak” relativ gyakorisaga 10 000 trajektoriaszi-
mulaciobdl kiilonbo6z6 « szintek mellett.

a Us, 220

gyakorisdga
0.5 49.7%
0.7 26.2%
0.9 6.3%

Forrds: sajdt szerkesztés

6. abra: Az (U ’ )., folyamat trajektoriaszimulacioi a) a=0.7 és b) a=0.9 értékekre

t20

50
|

2 1T

40
40

Ug, folyamat
30

1

—r—
T

Ug, folyamat
30

I

10

Forrds: sajdt szerkesztés

Erdemes arra is kitérniink az 5. dbra kapcsan, hogy kiilénb6z6 « értékek mellett a szimu-
laciok mekkora részében fordult az eld, hogy a trajektoridk esetén Us, >20 egyenlStlenséget
tapasztaltunk. E vizsgalat eredményeit tdblazatban foglaljuk 6ssze, ahol lathatjuk 10 000
folyamatszimulaciobol, hogy az a érték novekedtével csokken a varhato eléforduldsa az
folyamat oOrdja tartds megallasanak. A 6. abran pedig két o érték mellett rajzoltunk ki 100
trajektoridt, ezek koziil pirossal emeltiik ki azokat, ahol a vizsgalt Us, >20 esemény 4ll fenn.

| Biztositas és Kockazat ¢ IX. évfolyam 3-4. szam

BODOLAI ELOD ISTVAN

Itt azt is lathatjuk, hogy a—I- tartdssal a folyamat jobban kozeliti a 450-0s egyenest, ami
persze korabbi megallapitasunkkal all 6sszhangban, miszerint a determinisztikus id szerinti
folyamatot kozelitjiik.

Végiil megemlitjiik, hogy a modell felépitésébdl fakaddan alkalmas a klasszikus egész-
ségbiztositasi termékek drazdsara. Ebben az esetben a dijkalkuldcio ”josaga” csupan a ha-
landésagi valdszintiség kozelitésével ekvivalens. Mds aspektusban arra vagyunk kivancsiak,
hogy a frakcionalis fazis tipusu eloszlasok (és igy Mittag-Leffler-fiiggvény) hogyan kozelitik
a tapasztalati talélési valoszintiséget.

Reflektdlva a 3.b) dbrdra a hatds ellentétes, a frakcionalis modell a tiszta haldlozdst nem
tudja leirni, igy ebben az esetben tovabbi javitasok sziikségesek a modellt illetGen.

Osszefoglalas

Visszautalva e szakdolgozat bevezet6jében foglaltakra, célunk egy olyan egészségbiztositasi
modell felépitése volt, mely szerkezetébdl fakadoan képes a valdsagban tapasztalt tényeket
visszaadni. Itt jeloltiik meg elvarasként elsGsorban a tulélésfiiggvény szubexponencialis jellegét,
a multtol vald részbeni fiiggést és a kellé rugalmassagot egy biztositasi szerz6désben foglalt
modellparaméterekre vonatkozdan (gondolva itt az egészségi allapotokra és a biztosito vallalt
kotelezettségeire egyarant).

Mindezen varakozasainkat sikertilt kielégiteniink egy a-stabilis Lévy-folyamat inverzfolya-
mataval at-idéparaméterezett Markov-lanccal. Az 6 sztochasztikus 6ra ismert tulajdonsagaira
tamaszkodva lattuk, hogy elnyeld éllapottal rendelkezd rendszer esetén a frakcionalis fazis tipust
eloszlas Mittag-Leffler-eloszlas, az 4j rendszer pedig kielégiti a frakcionalis Kolmogorov-féle
differencidlegyenletet. Hasonld megfontoldssal jutottunk arra, hogy a dij meghatdrozasaban
lényeges szerepet tolt be a biztositott egészségiigyi allapotanak legpontosabb meghatarozasa
mar a szerzédéskotés pillanatdban (ezzel 6sszefiiggésben a megfeleld paraméterek megal-
lapitdsa). Mégis feltételesen vizsgalodva az id6- és dllapotvaltozasra, valamint az a-stabilis
folyamatokra a biztositasi szempontbol leglényegesebb informacidk adaptalhatok maradtak
a kés6bbi id6kre.

Ez tette lehetévé szamunkra, hogy az drazason tul tetszéleges idépontban értékelni tud-
juk az adott szerz6dést. A nem megfigyelhetd sztochasztikus éraval kapcsolatos ismeretek
hianyaban akar Monte-Carlo-szimulécidval helyettesitve megkaphatjuk az adott idépontbeli
tartalék varhato eloszlasat.

Kritikak, lehetséges altalanositasok
Bar a felépitett modellt vizsgaltuk olyan szempontokbdl, mint paraméterérzékenység,

tartalékszimulacid, mégis a gyakorlati alkalmazhatosag teriiletén gatakba titkoziink.
Egyik korlatjat jelenti ugyanis a duplan sztochasztikus rendszer atmenetvaldszintisége-
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inek megbecslése egy adott szerz6d6 esetén, ahogy errdl a paraméterbecslések részénél szot
ejtettiink. Ennek megbecsiilése valds adatsorokon sarkalatos pont, a modell szempontjabol
fontos paraméterek becsléséhez elengedhetetlen. E kihivés felolddsdra egyelére nem ismeriink
dltalanos médszert.

Mint azt a szimulaciok bemutatdsdnak végén lattuk, a modell az életbiztositast jelenté
specialis esetét nem tudja megfelel6en kezelni. Ennek a problémanak a javitasara Bladt (2021)
cikke vallalkozik azt a gondolatmenetet kovetve, hogy a sztochasztikusan at-idéskalazott
folyamatot extran at-idgskalazzuk egy determinisztikus fiiggvénnyel. Ennek kdszonhetéen
nyeriink még egy szabadsagi fokot rugalmassag terén, igy a tulélésfiiggvény farokeloszlasa
kezelhet6vé valik.

Ez a gondolatmenet az altalanos tobb-allapotu frakcionalis modell esetén is kézenfekve
lenne, bar a képletek szamolhatdsaga ekkor nagyban bonyolodik. Ezen elképzelés vizsgalatara
az egészségiigyi adatok bizalmas jellegébdl fakaddan sajnos nem tudunk valds tdmasztékokat
nyujtani, ezzel az egészségligyi kockazatok szubexponencialis ideoldgidja is megalapozatlan
marad.

Mas jellegti kitekintést nydjt magdban a Lévy-folyamatban rejlé matematikai tulaj-
donsaghalmaz. A felépitett modellben specialisan Lévy-szubordinatorokat tekintettiink,
vagyis amikor a<I. Felmeriil a kérdés, mi torténne akkor, ha a folyamat stabilitasi indexe 1
folotti lenne, esetleg tetszdleges Lévy-folyamat szintelérési idejét tekintenénk a Markov-lanc
sztochasztikus drajanak?

Ezekben az esetekben mar nem feltétleniil tudnank zart képletet adni a tartalékokra, igy
a dijra sem. A szamolasok ugyanis merden a (14) halmazegyenletre épitettek.
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